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We speak in tongues more numerous
than those of the Tower of Babel

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Olimpiadei Internationale de Matematica
”Formula of Unity” / ”The Third Millenium”, 2014/2015, runda a
doua, reflecta, ca de obicei, opinia personala a autorului. Ele sunt adaugate
la o prezentare selectiva a probelor de concurs]]

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt, sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. PREZENTARE

Acest "nou” eveniment, aflat la a treia editie, este se pare in continuarea
unuia mai vechi, numit ” The Third Millenium”. De facto, ” Formula of
Unity” este o traducere din expresia esperanto ” Formulo de Integreco”,
pe care, cred, grupul de lobby spaniol implicat l-a propus (desi un robot de
traducere ofera mai degraba ” Formula of Integrity”, ceea ce este oarecum
comic ...). Limbile oficiale sunt rusa, engleza, spaniola si esperanto!

IAdresele de Internet sunt

http://formulo.org/
http://www.formulo.org/en/olimpiad/

Ca de obicei, enunturile (si mai ales solutiile oficiale) sunt de ne-giisit; nu am putut
intra in posesia problemelor rundei a doua decét prin curtoazia lui Victor Ivrii, eminentul
profesor de la Universitatea din Toronto care a fost implicat in desfagurarea competitiei
in Canada! De aceea enunturile au fost pastrate in limba engleza — dar solutiile mele sunt
date In limba romana.

Lipsesc unele dintre probleme (si in mod conspicuu, cele (putine) de geometrie), la care
nu am gasit interesul de a fi prezentate. Ordinea este dinspre clasa a XII-a catre clasa
a VI-a, céici (prea) multe probleme sunt reluate, uneori cu versiuni "mai grele” la clasele
mai mari. Rezultatele se vor lisa incd (mult timp) asteptate ...
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Competitia s-a desfagurat in doua etape. Prima — de calificare pentru cea
de-a doua — a fost prin corespondenta, acordandu-se 3 saptamani pentru
rezolvarea problemelor postate pe site (si a fost comentata in precedentul
meu material); a doua s-a desfagurat ”in timp real” intre 7 gi 10 februarie
2015 (amanata din data initial anuntata de 1 februarie 2015), si va conduce la
acordarea de premii gi invitatii la o tabara de vara de matematica, in Rusia.
Au participat circa 65 de concurenti din Romania (10+5+7+5+5+20+13,
in ordine descendenta a claselor). Le urez la toti succes in clasament, mai
ales tinand cont de subiectele usoare ...

2. PROBLEMELE ”PASSE-PARTOUT” — 1(IX-VTI), 5(XI-VI)

Subiectul (1). There is a language having v vowels and ¢ consonants. A
vowel and a consonant (in any order) make a syllable, and any s syllables
make a word. A word is called funny if it contains two consecutive identical
letters. How many words W and funny words F' are there in this language?ﬂ

Solutie. Evident exista 2ve silabe (ve care incep cu o vocala si cv care incep

cu o consoana). Prin urmare |WW = (2vc)® | (din cate vad, nu ni se impune

nicaieri ca silabele care formeaza un cuvant sa fie diferite). Cuvinte care
nu sunt ”funny” incep cu orice silaba, dar fiecare silaba urmatoare nu poate
incepe cu litera finala a silabei dinainte. Fie N = V; + C);, numarul de
cuvinte, formate din k silabe, care nu sunt ”funny”, dintre care V} se termina
cu o vocald iar C), se termina cu o consoana. Avem Vi = cv = ve = (1,
: { Vier = Vi + (e —1)vCy,

E Crr1 = (v—1)cVg +veCy
transformare este M = [ v (- UU] , astfel incat M {Vk] = [Vkﬂ}.

(v—1)c ve Ck Crt1

Polinomul caracteristic verificat de M, dat de teorema Hamilton-Cayley, este
A2 —2vcA+vc(v+c—1) = 0. Acesta este si polinomul caracteristic al relatiei
de recurenta pentru sirurile (Vi)g>1 si (Ck)r>1, deci si al sirului (Ng)g>1.

k k

Asadar N, = « (vc+ Vve(v —1)(c— 1)) + 8 (vc — ve(v —1)(c— 1)) )
unde coeficientii « si 8 se pot calcula din relatiile pentru £ = 1 si k = 2.
Tar finalmente, pentru N = N, vom avea . Desigur, formulele
complete sunt destul de complicate; metoda pentru valori mici ale lui s este
sa calculam direct din relatiile de recurent;éﬁ

o Ny =vc(dve —v —c+1);

o N3 = 2(ve)?(4ve — 2v — 2¢ + 1).

In problemele cu pricina, si valorile pentru v si ¢ sunt mici, deci riscurile
de eroare de calcul sunt minimizate. O problema plicticoasa, in care singurul
lucru interesant este tratarea cazului general (nu insa cerut) ... O

pentru 1 < k < s — 1. Matricea de

2Parci ar fi limba japoneza, care este silabica, ha, ha; dar acolo silabele incep in
principiu cu consoane sau semi-consoane.
3Nu garantez intrutotul acuratetea formulelor; e prea plicticos de re-verificat ...
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Subiectul (5). In the Flatworld there is an ocean and two islands which are
convez polygons. Coastal waters is a part of the sea no more than 50 km
away from the coastline. Can it happen that

i) one island has a greater perimeter. while the other island has a greater
area of the coastal waters?
i) the perimeters of these islands are the same. while the areas of their
coastal waters are different?
i11) one island has a greater area. while the other island has a greater area
of the coastal waters?

The shortest distance between islands exceeds 50 km.

Solutie. Mi-a luat mai mult timp sa inteleg enuntul decat mai apoi sa rezolv
problema. Linia de coasta este cea a fiecarei insule, iar zona apelor teritoriale
ale unei insule este locul geometric al punctelor din apa aflate la o distanta
nu mai mare de d = 50 km de linia de coasta (adica de frontiera insulei)ﬁ

Este elementar si evident ca aria acestui loc geometric al apelor teritoriale
este Ay = Pd+nd?, unde P este perimetrul insulei, si deci nu depinde de aria
Aa insuleiﬁ Aceasta este cel mai ugor de vazut pentru un dreptunghi, apoi
pentru un triunghi, in fine, pentru un poligon convex oarecare. Raspunsurile
sunt atunci

1) . DaCéP>P,’ atunci At:Pd+7Td2>Pld+7Td2: 2’
11) . Daca P = P/’ atunci At — Pd—|-7Td2 — Pld—l—ﬂ'dQ _ Agy
iii) . Daca A > A’, este suficientd inegalitatea P < P’ pentru a avea

Ay = Pd+md? < P'd+nd? = Al; acest lucru este usor realizabil, pentru c#
exista figuri convexe de arie oricat de mica si perimetru oricat de mare. [J

3. CrasA A XII-A

Subiectul (1). Positive integers a, b, ¢ and d satisfy the equality
2015% + 2015° = 2015 4 20157

Is it possible that the numbers a®°'> + b201% and 21 + d?01° are different?

Solutie. Fara a restrange generalitatea, putem presupune a < b, ¢ < d si
a < c. Atunci 1+ 2015°7% = 20157 4 20157

e Daca b = a atunci trebuie si ¢ = a = d;

e Daca b > a atunci trebuie ¢ = a, de unde si d = b.

In mod alternativ, se poate folosi unicitatea reprezentarii unui numar
intreg pozitiv intr-o baza de numeratie 5, in particular 5 = 2015. Rezulta,
in toata generalitatea, cd min{a,b} = min{c,d} si max{a,b} = max{c,d},
deci raspunsul este . U

4Si daca este asa, este tipic in mentalitatea ruseasca si nu se fi gandit sa spuna ca
distanta cea mai scurta dintre insule este mai mare decat 2d, pentru a evita astfel eventuale
conflicte teritoriale, ha, hal

5Adevirat chiar si pentru o insula oarecare convexa, prin trecere la limita.
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Subiectul (2). How many 5-digit numbers are divisible by their last digit?

Solugie. Numarul ng al numerelor de n > 2 cifre, divizibile prin ultima lor
cifra d (evident d # 0, deci 1 < d <9), este

10" tc.m.m.d.c.(10,d) 10" 2c.m.m.d. c.(10,d)
ng = — .
d d
Prin urmare numarul cautat (pentru n = 5) este, printr-un calcul plicticos,
9

Z ng = 9000+ 9000 + 3000 + 4500 + 9000 + 3000 + 1286 + 2250 4+ 1000 = | 42036 |. Oare
d=1
ce Insemnatate au toate acestea? O

Subiectul (4). Fach of 10 consecutive integers greater than 1 is decomposed
into a product of prime factors. Let p be the greatest factor in all these
decompositions. What is the minimal possible value of p?

Solutie. Dintre zece numere intregi consecutive mai mari decat 1, exact
cinci sunt multipli de 2. Dintre celelalte cinci impare, cel mult doua sunt
multipli de 3, exact unul este multiplu de 5 si cel mult unul este multiplu
de 7. Va raméne deci (cel putin) unul care nu este multiplu de 2,3,5,7,
deci este divizibil printr-un numar prim p cel putin egal cu 11. Exemplul

{2,3,4,5,6,7,8,9,10,11} arata ca raspunsul este .

Acum vreo 10 ani am intalnit aceeasi problema, propusa de Cipru pentru
Balcaniada de Matematica, la care am preparat Lista Scurtd. Am eliminat
aceasta problema, ca fiind prea triviala, si prea slaba. Amintesc o celebra
teorema a lui Sylvester si Schurﬁ

If n > k, in the set of integers {n,n+1,n+2,... ., n+k—1}
there is a number containing a prime divisor greater than k.
If n = k+1, we obtain the well-known theorem of Chebyshev
(postulatul lui Bertrand).

Pentru n > k = 7 aceasta implica existenta unui divizor prim mai
mare decat 7 al unuia dintre numere intregi pozitive mai mari decat
4 (cazurile n = 5,6,7 sunt evidente). La acel moment am obtinut, printr-
o analiza detaliata, ca printre oricare numere intregi pozitive mai mari
decat 7 exista unul avand un factor prim mai mare decat 7. Continuand
analiza, prin unele metode chiar mai puternice, am obtinut ca singurele
triplete de numere intregi pozitive mai mari decat 8 care nu au factori
primi mai mari decat 7 sunt {14,15,16} si {48,49,50}. In fine, folosind
teorema lui Kobayashi, am putut demonstra ca nu exista decat un numar
finit de perechi de numere intregi pozitive mai mari decat 9 gi care nu au
factori primi mai mari decat 7, de exemplu cele din tripletele de mai sus,
dar si {20,21},{24,25},{27,28},{35,36},{63,64},{80,81} sau {125,126}.
Nu stiu care sunt ele toate ...

6http ://www.renyi.hu/~p_erdos/1934-01.pdf
4

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro


http://www.renyi.hu/~p_erdos/1934-01.pdf

Vl ItO I‘IO I | m p | C| A I'O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

D. SCHWARZ COMENTARII

Problema este legata si de conjectura lui Grimm.

Ifn+1,n+2,...,n+k are all composite, there exist distinct
primes p;; such that p;; | n+j for 1 < j <k (conjectura inca
ne-demonstrata).

Astfel, pentru k = si n > 7, sau unul dintre cele cinci numere este
prim, deci mai mare decat 7, sau toate sunt compuse, dar atunci unul dintre
cele cinci numere prime p;; ar fi mai mare decat 7. O

Subiectul (6). Mark thought of a number m and counted the number of all

diagonals of a convexr m-gon. He obtained the number k. Then he counted

the number of all diagonals of a convex k-gon and obtained the number 2015.
Find the number m Mark thought of initially.

Solutie. Numarul diagonalelor unui poligon convex cu n laturi este, trivial,

™1 =3)  psadar ’f<k'2—3>

-3
apoi m(m2) = k = 65, cu singura solutie pozitiva .

Este de necrezut cum aceasta problema a fost aleasa ca ultima (cea mai
grea?), la clasa cea mai mare! Ce o fi fost oare in mintea celor ce au construit
concursul? g

= 2015, cu singura solutie pozitiva k = 65. Si

4. CLASA A XI-A

Subiectele 1, 2, 3, 4 si 6 au fost aceleasi cu cele de la clasa a XII-a.

Subiectul (5). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, punctul i). .

5. CLASA A X-A
Subiectele 1, 4, 5 si 6 au fost aceleagi cu cele de la clasa a XI-a.

Subiectul (2). One of the endpoints of a segment is blue, while the other
1s red. The segment is split by 2015 points, each being either red or blue,
into 2016 parts. Can it happen that the number of parts with both ends blue
equals the number of parts with both ends red?

Solutie. . Conteaza doar paritatea numarului n = 2015. Vom lua, in
ordine, valorile vg, v1,..., Vs, Un+1 asociate capatului stang al segmentului,
apoi celor n puncte interioare, in fine, capatului drept al segmentului; unde
v = +1 daca punctul este albastru si vy = —1 daca punctul este rosu,
pentru 0 < k£ < n + 1. Vom asocia si fiecareia dintre cele n 4+ 1 parti o
pondere egald cu semi-suma valorilor asociate capetelor sale. Dar atunci
suma ponderilor asociate partilor este

n

Vi + v Vg + VU - -
E i 2k+1: 0 2”“4—5 Uk:E v =n =1 (mod 2).
k=0 k=1 k=1
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O parte cu capetele de aceeasi culoare are asociata o pondere +1, iar o parte
cu capetele de culori diferite are asociata ponderea O. Inseamni ci suma
ponderilor asociate partilor cu capetele de aceeasi culoare este impara, deci
ca numarul acestor parti este impar; prin urmare nu pot fi la fel de multe
cele cu ambele capete albastre ca si cele cu ambele capete rosii.

Desigur, daca n este par, cele doua numere pot ajunge egale, de exemplu
pentru secventa +1, —1,+1,—1,...,4+1,—1,4+1,—1. La fel, pentru n impar,
cand capetele segmentului sunt colorate la fel, de exemplu pentru secventa

+1,—-1,+1,-1,...,—1,+1,—1,41. Dar pentru n par, atunci cand capetele
segmentului sunt colorate la fel, aceeagi idee de mai sus arata ca cele doua
numere nu pot fi egale. O

6. CLASA A IX-A

Subiectul (1). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, pentru valorile
particulare v =3, ¢ =8, s = 3.

Solutie. ’F:WfN:(2-3~8)3f2(3-8)2(4-3~872-372-8+1):36504‘. O

Subiectul (2). Acelasi cu Subiectul 2 de la clasa a X-a.
Subiectul (4). Acelasi cu Subiectul 1 de la clasa a X-a.

Subiectul (5). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, punctul i), dar

pentru triunghiuri. .

Subiectul (6). Acelasi cu Subiectul 6 de la clasa a X-a.

7. CLASA A VIII-A

Subiectul (1). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, pentru valorile
particulare v =3, c =17, s = 3.

Solutie. ’F:W—N:(2~3~7)3—2(3-7)2(4-3-7—2-3—2-7+1):16758. O

Subiectul (2). Find an example of integers a and b such that
(10a + b)(a + 10b)(a + b+ 1) = 2015.

Solutie. Deoarece 2015 = 5 - 13 - 31, cei trei factori trebuie sa fie co-primi.
O rezolvare completa poate fi dusa pana la capat, dar este plicticoasa; se

poate insa ugor ”ghici” solutia cu numere mici ’ {a,b} = {1,3} ‘ O

Subiectul (4). Organizers plan to arrange a math tournament according to
the following rules

1) In each game three teams meet;
2) Each two teams meet exactly once.

Find the minimal number of teams required to organize the tournament
consisting of more than one game.

6
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Solutie. Fie v numarul de echipe gi b > 1 numarul de meciuri, fiecare din
ele implicand k = 3 echipe. Notam gi A = 1 (numarul de meciuri intre doua
echipe). Conditia de dubla numarare

(o) = == o)

nu apare suficient de fina, céci nu impune o conditie asupra paritatii lui v.

Procedam atunci putin diferit. Dacad o echipa joacda in r meciuri, din
conditiile impuse rezulta v — 1 = 2r, deci v este impar, iar r = (v — 1)/2
este acelagi pentru fiecare echipa. Prin urmare trebuie sa existe un BIBD
(Balanced Incomplete Block Design) (v,b,r,k,\), care trebuie sa respecte
imporzitia v(v — 1) = 6b. Cea mai mica valoare impara a lui v pentru care
b este un intreg pozitiv mai mare decat 1 este , pentru care gi b =17,
deci avem de-a face cu un BIBD (7,3,1) simetric. Intr-adevir (si acest
fapt trebuie neaparat verificat, caci impozitia este doar necesara, nu si
neapdrat suficientd), exista un astfel de obiect; si este unul faimos, numit
si plan proiectiv finit de ordin 2 (planul, sau configuratia Fano), sau triplet
Steiner. Modelul poate fi prezentat prin matricea

| Echipe/Meciuri [1[2]3[4[5]6]7]

A )

B o e

C °
D °

) °

F °

G oo

Urmatoarea valoare este v = 9, pentru care b = 12. Intr-adevir (si acest fapt
trebuie neaparat si el verificat), exista un BIBD (9, 12,4, 3,1); si acesta este
un obiect faimos, anume planul afin finit de ordin 3, si el un triplet Steiner.
Din cele de mai sus, singura impozitie este v = 1,3 (mod 6) (urmatoarele
valori vor fi v = 13,15,19,21,...). Kirkman a fost primul care a demonstrat
in 1847 ca aceasta impozitie este si suficienta, adica triplete Steiner STS(v)
exista pentru toate aceste valori ale lui v (deci temerile noastre erau de fapt
nejustificate).

De departe singura problema mai interesantd (impreuna poate cu doar
comentariile extinse de la Problema 4, clasa a XII-a); din pacate insa destul
de rasuflata si obosita ... O

Subiectul (5). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, punctul ii), dar
pentru triunghiuri. .

Subiectul (6). Un joc intre doud persoane, implicand stergerea de laturi si
diagonale ale unui poligon cu 2015 laturi. Imi rezerv deocamdata opinia.

7
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8. CLAsA A VII-A

Subiectul (1). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, pentru valorile

particulare v="5, c=T7. |W = (2-5-7)% = 4900 |

Subiectul (2). Find an example of integers a and b such that
ab(2a + b) = 2015.
Solutie. Deoarece 2015 = 5 - 13 - 31, cei trei factori trebuie sa fie co-primi.

Singurele posibilitati sunt ’ (a,b) € {(13,5)(13,-31)} ‘, ceea ce se obtine prin
analiza catorva putine cazuri.

Foarte interesant; sa se ceara doar un exemplu, cand rezolvarea completa

este atat de elementara ... Cel putin la cealaltd problema asemanatoare
ar fi fost mai mult de lucru pana a ajunge la caracterizarea completa a
solutiilor. O

Subiectul (4). Siz students planted five trees at the school yard. Can it
happen that every student planted the same number of trees, while every tree
was planted by the o different number of students?

Solutie. Suma celor 5 numere diferite de studenti (care au plantat cei 5
copaci) este cel putin 1+2+3+4+45 = 15 (vom presupune ca niciun copac
nu s-a plantat singur! si deci fiecare dintre aceste numere este nenul) si cel
mult 24344+ 5+ 6 = 20, iar pe de alta parte, un multiplu de 6, deci va
trebui sa fie 18. Singura posibilitate este 1 +2+4+5+6 = 18E| Modelul
poate fi prezentat prin matricea ”Studenti x Copaci”

’ Studenti/Copaci H 1 \ 2 \ 4 \ 5 \ 6 ‘
A [ ] [ ] [ ]
B o oo
C o oo
D oo | o
E oo
F ° °
O intrebare putin insidioasa, din moment ce are o solutie unica ... O

Subiectul (5). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, punctul i), dar
pentru dreptunghiuri. .

Subiectul (6). Dima cooks porridge. The recipe requires to cook it for 24
minutes. Dima has the 20-minute and the 7T-minute hourglasses. How can
he measure 24 minutes precisely?

"Dacs totusi decidem sa admitem gi numere zero, vor mai exista i cazurile suplimentare
043444546 =18, 04+14+2+3+6 = 1251 0+1+24+4+45 = 12, cu modele corespunzatoare.
8
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Solutie. Vom nota perechea de clepsidre cu (Ci(c1),Ca(c2)), de capacitati
c1 =20 si cg = 7, vom nota cu Cj(z — ¢; — x) faptul cd am "rasturnat” o

clepsidra care mai avea de masurat timpul z, si cu LN faptul ca au trecut ¢
minute pana ce o clepsidra s-a golit. Incepem prin secventa
(C1(20), Co(7)) T (C1(13), C2(0 = 7)) I (C1(6), C2(0 = 7)) S (C1(0 — 20), Co(1)),

astfel incat am masurat pana acum 20, i una din clepsidre a ajuns sa
masoare 1’. De acum, putem masura orice timp In minute intregi, caci

(C1(0 = 20), C2(1)) 25 (C1(19 = 1), C2(0 — 7)) 2 (C1(0 = 20), Co(6 — 1)) L -
si astfel in inca patru pasi ajungem sa fi masurat 24’ O
9. CLASA A VI-A

Subiectul (1). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, pentru valorile
particulare v =3, c=5. |W = (2-3-5)2 = 900]|.

Subiectul (2). Acelasi cu Subiectul 2 de la clasa a VII-a.
Subiectul (4). Acelasi cu Subiectul 4 de la clasa a VII-a.

Subiectul (5). Subiectul "passe-partout” tratat la inceput, punctul iii), dar
pentru dreptunghiuri. .

Subiectul (6). Anna, Gala, Diana, Sophie and Liz met at the "Formulo de
Integreco” camp. All of them came from different cities: A, B, C, D and
E. During the introduction meeting, girls told about themselves the following

information. Neither Sophie nor Diana have ever been in A. Both
Gala and Sophie met the girl from B at the camp last year. Anna and Sophie
exchanged souvenirs with the girl from C. Gala and Sophie helped the girl
from D to carry her suitcase. Gala, Liz and the girl from C sometime chat
by Skype. The girl from B and Anna are penpals. Which city is every girl
from?

Solutie. Dupa metoda bine-cunoscuta de a rezolva astfel de probleme de
logica, de tip Smith-Jones-Robinson, construim matricea ” Nume x Orage”

| Nume/Orage | A| B[ C | D] E |

Anna e e®|5 |0
Gala 3|1@|6|®|0®
Diana Ol®2 |0
Sophie OIIOORIONE!

Liz ®@4]160|0|0O

unde cifrele () In negru reprezinta interdictiile reprezentate de conditiile

impuse (in ordinea enumerarii lor), cifrele n In rogu reprezinta localizarile

fortate (in ordinea aparitiei lor), iar cifrele (») in rogu reprezinta interdictiile

reprezentate de aceste localizari (tot in ordinea aparitiei lor). U
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10. INCHEIERE

Booooring ... We are not amused zicea Regina Victoria; we’re not in
Kansas anymore zicea Dorothy (pai, bine’nteles, nu? doar suntem la Sankt
Petersburg, sau whereabouts). Extrem de multe probleme au fost repetate,
peste multe clase, uneori in variante irelevante. Este neplacuta la vedere
lenea compunatorilor rusi, care nu s-au straduit sa ajunga la probleme mai
potrivite clasei la care sunt date, gi si-au imprumutat din propriul buzunar
probleme lipsite de orice pertinenta pentru clasa cu pricina. lar dificultatea
generald este probabil sub nivelul Olimpiadei noastre, faza locala, care va
sa vina in chiar scurt timp. Pentru faza finala a unui concurs international,
urmata de festivitati, premii, medalii si invitatii in tabere — cam subtire!
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