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PROBLEME
PENTRU ETAPA JUDE�EAN�

ABSTRACT. În vederea particip rii cu succes la concursurile ³colare
prezent m câteva probleme de concurs însoµite de rezolv ri ³i comentarii.

Lecµia se adreseaz  clasei a V-a

Autor: Ion Cicu, Profesor, �coala nr. 96, Bucure³ti

Problema 1: Împ rµind num rul natural a la num rul natural b obµi-
nem restul 6. Împ rµind num rul b la a obµinem restul 5. A�aµi numerele a
³i b ³tiind c  suma lor este cea mai mic  posibil.

�t. Vasilescu, M. Fianu

Soluµie: Din "Împ rµind num rul natural a la num rul natural b
obµinem restul 6" avem

a = b · x+ 6 b > 6 (1)

Din "Împ rµind num rul b la a obµinem restul 5" avem

b = a · y + 5 a > 5 (2)

introducând relaµia (1) în relaµia (2) avem

b = (b · x+ 6) · y + 5

sau
b = b · x · y + 6 · y + 5 (3)

Dac  x · y ≥ 1 atunci relaµia (3) nu poate � adev rat .
A³adar, x · y = 0 ceea ce înseamn  x sau y este 0.
Dac  y = 0 atunci b = 5 ceea ce este în contradicµie cu a�rmaµia din

(1) (b > 6). Rezult  atunci c  x = 0.
Pentru x = 0 relaµia (3) devine

b = 6 · y + 5

iar din relaµia (1) deducem c 
a = 6
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Cu acestea suma devine
a+ b = 6 · y + 11

Deoarece trebuie s  avem cea mai mic  sum  posibil  ³i y 6= 0 vom lua y = 1
³i obµinem

a+ b = 17

de unde
b = 11

Problema 2: Mulµimea numerelor naturale se împarte în submulµimi
astfel

{0}; {1, 2}; {3, 4, 5}; {6, 7, 8, 9}; ...

unde prima submulµime conµine primul num r natural, a doua submulµime
conµine urm toarele dou  numere naturale ³i a³a mai departe.

Determinaµi
a) cu ce num r natural începe cea de-a 50-a submulµime;
b) suma elementelor celei de-a 50-a submulµime;
c) suma elementelor primelor 50 de submulµimi.

Nicolae Baciu

Soluµie: Pentru a putea rezolva problema trebuie g sit  o regul  dup 
care putem determina primul element al �ec rei submulµimi. S  observ m
c  a doua submulµime începe cu 1 care poate � scris 0 + 1. 0 este primul
element din prima submulµime, iar 1 este cardinalul primei submulµimi. A
treia submulµime începe cu 3 care poate � scris 1 + 2, adic  primul element
din a doua submulµime plus cardinalul celei de a doua submulµimi. Pentru
submulµimea a patra avem 6 = 3 + 3, deci aceea³i regul  ca mai sus. Dar
primul element din submulµimea a treia este 1 + 2, deci primul element din
submulµimea a patra este 1 + 2 + 3. La urm toarea submulµime, a cincea,
avem primul element 6 + 4 (dup  regula "primul element al submulµimii a
patra plus cardinalul ei") sau 1+2+3+4 (având în vedere cum l-am scris pe
6). Deducem c  primul element al submulµimii n este 1+2+3+ ...+(n−1) ³i

cum 1+2+3+ ...+(n−1) = n(n− 1)

2
avem c  primul element al submulµimii

n este
n(n− 1)

2
. De aici problema devine simpl .

a) Cea de-a 50-a submulµime începe cu
50 · 49

2
= 25 · 49 = 1225.

b) Pentru a stabili ultimul element al celei de-a 50-a submulµimi trebuie

s  ³tim primul element al celei de a 51-a submulµimi. Acesta este
51 · 50

2
=

1275.
Avem de calculat suma S = 1225 + 1226 + 1227 + ...+ 1274.
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Aceast  sum  se poate calcula în dou  feluri:
1.

S = 1 + 2 + 3 + ...+ 1225 + ...+ 1274− (1 + 2 + 3 + ...+ 1224) =

=
1274 · 1275

2
− 1224 · 1225

2
= 62475.

2.
S = 1225 + 1225 + 1 + 1225 + 2 + ...+ 1225 + 49 =

= 1225 · 50 + 1 + 2 + ...+ 49 = 1225 · 50 + 49 · 50
2

= 62475.

c) Suma elementelor primelor 50 de submulµimi înseamn 

T = 1 + 2 + 3 + ...+ 1274 =
1274 · 1275

2
= 812175.

Problema 3: A�aµi numerele naturale m ³i n pentru care num rul
5m + 6n + 2 este p trat perfect.

Maria Mihuµ

Soluµie: Not m u(n) cifra unit µilor lui n. Dac  m > 0 ³i n > 0,
atunci u(5m) = 5 ³i u(6n) = 6, de unde rezult  u(5m + 6n + 2) = 3. Dar
un p trat perfect nu poate avea cifra unit µilor egal  cu 3. A³adar, pentru
m > 0 ³i n > 0 num rul nu poate � p trat perfect.

Trebuie s  analiz m cazurile în care cel puµin unul dintre numerele m
sau n este egal cu 0.

Dac  n = 0 ³i m > 0 num rul devine 5m + 3 ³i u(5m + 3) = 8, deci nu
este p trat perfect (un p trat perfect nu poate avea cifra unit µilor 8).

Dac  m = 0 ³i n > 0 num rul devine 6n+3 Care nu este p trat perfect
deoarece num rul se divide cu 3, dar nu se divide cu 9 (un p trat perfect care
se divide cu num rul prim p trebuie s  se divid  ³i cu p2).

În sfâr³it, dac  n = m = 0 num rul devine 4 care este p trat perfect.
În concluzie, num rul este p trat perfect pentru n = m = 0.

Problema 4: Ar taµi c  nu exist  n ∈ N astfel încât

1 + 2 + 3 + ...+ n = aaaa.

Vasile �erdean

Soluµie: Avem

1 + 2 + 3 + ...+ n = a · 1111 = a · 11 · 101
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³i cum

1 + 2 + 3 + ...+ n =
n(n+ 1

2

avem
n(n+ 1) = 2 · a · 11 · 101.

Trebuie s  privim produsul 2 · a · 11 · 101 ca un produs de dou  numere
consecutive.

Dac  unul dintre factori ar � 101 atunci n = 101 sau n+ 1 = 101.
Pentru n = 101 trebuie s  avem 2 · a · 11 = 102 ³i nu exist  a num r

natural pentru care egalitatea s  �e adev rat .
Pentru n+1 = 101 trebuie s  avem 2 ·a ·11 = 100 ³i nu exist  a num r

natural pentru care egalitatea s  �e adev rat .
Dac  unul dintre numerele consecutive ar � 101 înmulµit cu unul sau

mai mulµi dintre factorii 2, a sau 11 num rul r mas are numai dou  cifre (s 
nu uit m c  a este cifr ), deci nu putem vorbi de produs de dou  numere
consecutive.

În concluzie, nu exist  n ∈ N astfel încât 1 + 2 + 3 + ...+ n = aaaa.

Problema 5: Se consider  numerele naturale consecutive

1; 2; 3; 4; ...; 2010; 2011.

Înlocuim, pe rând, câte dou  numere (alese la întâmplare) cu diferenµa dintre
cel mai mare ³i cel mai mic dintre ele, pân  când r mânem cu un singur
num r. Ce paritate are acest ultim num r? Justi�caµi. (Enunµ modi�cat)

Vasile �erdean ³i Alexandru Blaga

Soluµie: Pentru rezolvarea problemei trebuie s  ne amintim

Diferenµa a dou  numere de aceea³i paritate este un num r par.

Diferenµa a dou  numere de parit µi diferite este un num r impar.

Acum, în ³irul de numere din problem  sunt 1005 numere pare (nu-
merele pare din ³ir au forma 2k, unde k ∈ {1, 2, 3, ..., 1005}) ³i 1006 numere
impare (numerele impare din ³ir au forma 2k−1, unde k ∈ {1, 2, 3, ..., 1006}).

S  observ m c  oricum am alege dou  numere de aceea³i paritate, ele
se vor înlocui cu un num r par.

Presupunând c  alegem numai perechi de numere de aceea³i paritate
vom r mâne cu un num r par deoarece num rul de numere impare este par
(1006) deci toate diferenµele se vor transforma în numere pare.

Dac  alegem un num r impar ³i un num r par, atunci vom r mîne cu
un num r impar de numere impare.
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Dar, cele dou  numere alese se vor înlocui cu un num r impar, deci vom
avea de fapt tot un num r par de numere impare.

Cum num rul de numere impare este mereu par înseamn  c  în �nal
vom r mâne cu un num r par.

Problema 6: Pentru a num r natural de�nim numerele x = 2a+ 3 ³i
y = 4a+ 9. A�aµi câtul ³i restul împ rµirii lui y la x.

Olimpiad  Bucure³ti

Soluµie: Putem scrie

y = 4a+ 9 = 4a+ 6 + 3 = 2(2a+ 3) + 3

adic 
y = 2x+ 3 (∗)

Dac  x > 3 atunci relaµia (*) reprezint  teorema împ rµirii cu rest a lui y la
x ³i atunci

- Câtul împ rµirii lui y la x este 2
- Restul împ rµirii lui y la x este 3.
Dac  x = 3, din 2a+3 = 3 obµinem a = 0 ³i atunci y = 9. În acest caz
- Câtul împ rµirii este 3
- Restul împ rµirii este 0

Problema 7: A�aµi suma cifrelor num rului abc+1 ³tiind c  a+b+c =
20.

Soluµie: Discuµia este legat  de suma c + 1, dac  trece sau nu peste
ordin.

A³adar, pentru c ≤ 8 avem c+ 1 ≤ 9 ³i atunci

abc+ 1 = ab(c+ 1)

³i suma
a+ b+ c+ 1 = 21

Dac  c = 9 avem ab9 + 1 ³i a + b = 11. De aceast  dat  problema se
pune în leg tur  cu b+ 1; trece sau nu trece peste ordin?

Dac  b ≤ 8, atunci b+ 1 ≤ 9 ³i avem

ab9 + 1 = a(b+ 1)0

³i suma
a+ b+ 1 + 0 = 12
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Dac  b = 9 avem a99 + 1c si a = 2. În acest caz

299 + 1 = 300

³i
3 + 0 + 0 = 3

În concluzie, suma cifrelor num rului abc + 1 este: 21 dac  c ≤ 8; 12
dac  c = 9 ³i b ≤ 8 sau 3 dac  c = 9 ³i b = 9.

Problema 8: Fie numerele naturale x, y, z, x < y < z astfel încât
3x + 3y + 3z = 2475. Ar taµi c  M = 2 · x+ 3 · y + 4 · z este p trat perfect.

Soluµie: Trebuie s  a� m x, y ³i z. Faptul c  x, y, z sunt exponenµi
ai unor puteri cu aceea³i baz , 3 ne sugereaz  ideea de a trece num rul 2457
din baza 10 în baza 3.

Avem:

2457 = 3 · 819 + 0

819 = 3 · 273 + 0

273 = 3 · 91 + 0

91 = 3 · 30 + 1

30 = 3 · 10 + 0

10 = 3 · 3 + 1

3 = 3 · 1 + 0

1 = 3 · 0 + 1

Din cele de mai sus avem

2457(10) = 10101000(3)

Trecerea num rului 10101000 din baza 3 în baza 10 se face astfel:

10101000(3) = 1 · 37 + 0 · 36 + 1 · 35 + 0 · 34 + 1 · 33 + 0 · 32 + 0 · 31 + 0 · 30

Adic 
2457 = 37 + 35 + 33

De aici ³i din 3x + 3y + 3z = 2475, cum x < y < z deducem

x = 3, y = 5, z = 7

Cu acestea M = 2 ·3+3 ·5+4 ·7 = 49 care este p trat perfect (72 = 49).
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Problema 9: Consider m mulµimea A =
{
2a · 3b · 5c | a, b, c ∈ N

}
.

Ar taµi c  printre oricare nou  elemente ale mulµimii A exist  cel puµin dou 
al c ror produs este p trat perfect.

Soluµie: În rezolvarea problemei trebuie s  µinem seama de ur toarele:
1. Un num r de forma 2a · 3b · 5c este p trat perfect dac  toµi

exponenµii sunt numere pare;
2. Suma a dou  numere de aceea³i paritate este un num r

par;
3. am · an = am+n.
În leg tur  cu elementele mulµimii A ne punem întrebarea câte dintre

acestea au exponenµi de parit µi diferite.
Exponentul a poate � par sau impar, deci 2 posibilit µi. La fel pentru

exponenµii b sau c. Rezult  c  avem 2 ·2 ·2 = 8 elemente cu exponenµi diferiµi.

Putem proceda ³i astfel. Not m i exponenµii impari ³i p exponenµii
pari. Pentru exponenµii a, b, c avem urm toarele cazuri posibile:

i, i, i; i, i, p; i, p, i; p, i, i; i, p, p; p, i, p; p, p, i; p, p, p

în total 8 variante.
Conform principiului cutiei, având 8 variante posibile ³i 9 numere vor

exista cel puµin dou  numere care s  aib  aceea³i form  a exponenµilor.
Înmulµind aceste dou  elemente exponenµii produsului sunt numere

pare, a³adar produsul este un p trat perfect. (Exemplu: Dac  x = 2i · 3p · 5i
³i y = 2i · 3p · 5i, atunci x · y = 2i+i · 3p+p · 5i+i = 2p · 3p · 5p)

Problema 10: Un p trat cu latura de 5 cm se împarte în p tr µele cu
latura de 1 cm, în total 25 de p tr µele. Fiecare p tr µel se numeroteaz  cu
numere naturale de la 1 la 25 (�ecare num r apare o singur  dat ). Exist 
o numerotare astfel încât exact pe o linie sau pe o coloan  suma s  �e un
num r par?

Soluµie: R spunsul este NU, iar justi�carea este urm toarea:
Suma tuturor numerelor înscrise în p trat este

1 + 2 + 3 + · · ·+ 25 =
25 · 26

2
= 325

Dac  not m L1, L2, L3, L4, L5 suma numerelor de pe liniile 1, 2, 3,
4 respectiv 5, atunci

L1 + L2 + L3 + L4 + L5 = 325
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Presupunem c  suma de pe o singur  linie este num r par. Atunci
celelalte patru sume sunt numere impare.

În aceste condiµii, în suma L1+L2+L3+L4+L5 apar 4 numere impare
³i un num r par, ceea ce înseamn  c  L1 +L2 +L3 +L4 +L5 este un num r
par.

Dar L1 + L2 + L3 + L4 + L5 = 325, adic  num r impar.
Contradicµia apare de la presupunerea pe care am f cut-o ³i anume

c  exact pe o linie suma este un num r par. A³adar presupunerea nu este
corect .

La fel se procedeaz  dac  în locul liniilor vom considera coloanele.
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