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Etapa finală, Edit, ia a XIII-a, 2022

Clasa a XI-a

Problema 1. Fie (xn)n s, i (yn)n două s, iruri de numere pozitive, astfel ı̂ncât

max(xn+1,yn+1) ⩽
xn + yn

2
, pentru orice n ⩾ 0.

Arătat, i că ambele s, iruri sunt convergente, iar limitele lor sunt egale.

Solut,ie. Deoarece x+y
2

⩽ max(x,y), s, irul (zn)n, zn = max(xn,yn) este descrescător deci, cum
termenii săi sunt pozitivi, are limita finită l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p

Dacă (xn)n nu are limita l, cum xn ⩽ zn → l, există ε > 0 s, i un subs, ir (xnk
)k astfel ı̂ncât

xnk
⩽ l − ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p

Rezultă znk+1 ⩽
xnk

+ynk

2
⩽

l−ε+znk

2
s, i, prin trecere la limită, l ⩽ l − ε

2
– contradict, ie. As,adar

xn → l s, i, analog, yn → l . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p


