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Clasa a X-a

Enuņturi şi bareme
Problema 1.
a) Fie numerele complexe z = cosx + i sin x şi w = cos y + i sin y; unde x; y 2 [0; 2�] :

Demonstraţi c¼a
z � w
z + w

= itg
x� y
2
:

b) Fie z1; z2; :::; z2018 2 C distincte şi având module egale. Demonstraţi c¼a exist¼a k; l 2
f1; 2; 3; :::; 2018g ; k 6= l; astfel încât ����zk � zlzk + zl

���� � tg �

2018
:
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Soluţie şi barem. a) Veri�care prin calcul direct. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2p
b) F¼ar¼a a restrânge generalitatea putem presupune c¼a zm = r (cosxm + i sin xm) ; pentru

orice m 2 f1; 2; 3; :::; 2018g ; şi 0 � x1 < x2 < ::: < x < 2�: Conform punctului precedent, avem����zm+1 � zmzm+1 + zm

���� = tgxm+1 � xm2
;

pentru orice m 2 f1; 2; 3; :::; 2017g : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Dac¼a exist¼a m 2 f1; 2; 3; :::; 2017g astfel încât xm+1 � xm

2
� �

2018
; atunci problema este re-

zolvat¼a. În caz contrar avem
xm+1 � xm

2
>

�

2018
; pentru orice m 2 f1; 2; 3; :::; 2017g : Adun¼am

cele 2017 rela̧tii şi ob̧tinem
x2018 � x1

2
>
2017�

2018
= �� �

2018
: Atunci

�

2018
> �� x2018 � x1

2
; de

unde ����tgx2018 � x12

���� < tg �

2018
;

ceea ce încheie demonstra̧tia. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4p
�

Problema 2. Fie mulţimea

M =
�
(x; y)

��x; y 2 R; x2 + y2 � 2y 6 0	
şi funcţia

f :M! R; f (x; y) = x2 + y2 � 6x� 10y:
Determinaţi
a) min f ;
b) max f:
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Soluţie şi barem. Din x2 + y2 � 2y 6 0 ob̧tinem x2 + (y � 1)2 6 1; adic¼aM reprezint¼a un disc
de centru B (0; 1) şi raz¼a 1: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Apoi f (x; y) = x2 + y2 � 6x� 10y = (x� 3)2 + (y � 5)2 � 34: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Dac¼a not¼am M (x; y) ; unde (x; y) 2M şi A (3; 5) ; avem f (x; y) =MA2 � 34: . . . . . . . . . . 1p
a) Cum MA � AB � BM = 5 � 1 = 4; deducem c¼a min f = �18 şi se ob̧tine când

M 2 (AB) \ C (B; 1) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p
1



2

b) ApoiMA 6MB+AB =MB+5 6 6: Ob̧tinem c¼a max f = 2 şi aceast¼a valoarea maxim¼a
se ob̧tine când A;B;M sunt coliniare în aceast¼a ordine, adic¼a M este punctul de interseçtie al
cercului C (B; 1) cu dreapta AB astfel încât B 2 (AM) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2p

�

Problema 3. Pentru orice mulţime �nit¼a nevid¼a X; consider¼am BX = f f : X ! X jf bijectiv¼ag :
Pentru orice element f 2 BX ; not¼am ord f ca �ind cel mai mic num¼ar k 2 N� pentru care
f � f � ::: � f| {z }

k ori f

= 1X : Fie Fix (f) = fc 2 X jf (c) = cg :

Demonstraţi c¼a, oricare ar � f; g 2 BX cu proprietatea f�g = g�f şi (ord f; ord g) = 1; avem
Fix (f � g) = Fix (f)\Fix (g) :Mai r¼amâne valabil¼a egalitatea precedent¼a dac¼a (ord f; ord g) =
2?
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Soluţie şi barem. Pentru simplitatea redact¼arii vom nota f � g = fg şi f � f � ::: � f| {z }
k ori f

= fk .

Fie ord f = n şi ord g = p: Pentru c 2 Fix (f) \ Fix (g) avem f (c) = g (c) = c şi atunci
f (g (c)) = c deci c 2 Fix (f � g) : . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Reciproc, not¼am h = fg = gf: Fie c 2 Fix (h) : Dac¼a (n;m) = d; exist¼a s; t 2 N astfel încât

ns� pt = d: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
Atunci fn (c) = c ) fns (c) = c ) fpt+d (c) = c: Dar gp (c) = c; deci gpt (c) = c )

fpt+d (gpt (c)) = c ) fd (fpt (gpt (c))) = c ) fd (hpt (c)) = c ) fd (c) = c: Analog ob̧tinem şi
gd (c) = c: . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .3p
Pentru d = 1 ob̧tinem c 2 Fix (f) şi c 2 Fix(g) de unde Fix (f � g) � Fix (f)\Fix (g) ceea

ce conduce la egalitatea din enuņt. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .1p
Pentru d = 2 ob̧tinem f 2 (c) = c; ceea ce nu implic¼a c 2 Fix (f) : Prin urmare egalitatea nu

este neap¼arat satisf¼acut¼a. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1p
�


