PROBLEME
PENTRU ETAPA JUDETEANA

ABSTRACT. In vederea participarii cu succes la concursurile scolare
prezentam citeva probleme de concurs insotite de rezolvari si comentarii.

Lectia se adreseaza clasei a V-a

Autor: Ion Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuregti

Problema 1: Impértind numarul natural a la numsrul natural b obti-

nem restul 6. Tmpartind numirul b la @ obtinem restul 5. Aflati numerele a
si b stiind ca suma lor este cea mai micé posibil.

St. Vasilescu, M. Fianu

Solutie: Din "Impértind numérul natural a la numirul natural b
obtinem restul 6" avem

a=b-z+6 b>6 (1)
Din "Impartind numsrul b la a obtinem restul 5" avem
b=a-y+5 a>>5 (2)
introducand relatia (1) in relatia (2) avem
b=(b-24+6)-y+5

sau
b=b-z-y+6-y+5 (3)

Dacd x -y > 1 atunci relatia (3) nu poate fi adevarata.

Agadar, x - y = 0 ceea ce inseamna z sau y este 0.

Daca y = 0 atunci b = 5 ceea ce este in contradictie cu afirmatia din
(1) (b > 6). Rezultd atunci ca z = 0.

Pentru x = 0 relatia (3) devine

b=6-y+5

iar din relatia (1) deducem ca
a==6



Cu acestea suma devine
a+b=6y-+11

Deoarece trebuie si avem cea mai micd suma posibila gi y # 0 vom lua y = 1
si obtinem
a+b=17

de unde
b=11

Problema 2: Multimea numerelor naturale se imparte in submultimi
astfel

{0};{1,2}:{3,4,5};{6,7,8,9}; ...

unde prima submultime contine primul numéar natural, a doua submultime
contine urmatoarele doud numere naturale gi aga mai departe.
Determinati
a) cu ce numdr natural incepe cea de-a 50-a submultime;
b) suma elementelor celei de-a 50-a submultime;
¢) suma elementelor primelor 50 de submultimi.
Nicolae Baciu

Solutie: Pentru a putea rezolva problema trebuie gasitd o reguld dupa
care putem determina primul element al fiecirei submultimi. S& observdm
cd a doua submultime incepe cu 1 care poate fi scris 0 + 1. 0 este primul
element din prima submult{ime, iar 1 este cardinalul primei submultimi. A
treia submultime incepe cu 3 care poate fi scris 1 + 2, adicd primul element
din a doua submultime plus cardinalul celei de a doua submultimi. Pentru
submultimea a patra avem 6 = 3 4 3, deci aceeagi reguld ca mai sus. Dar
primul element din submultimea a treia este 1 + 2, deci primul element din
submultimea a patra este 1 + 2 + 3. La urmatoarea submultime, a cincea,
avem primul element 6 + 4 (dupa regula "primul element al submultimii a
patra plus cardinalul ei") sau 1424344 (avind in vedere cum l-am scris pe
6). Deducem ca primul element al submultimii n este 1+2+3+...+(n—1) si
n(n—1)

2

. De aici problema devine simpl4.

cum 14+2+34+...+(n—1) =
n(n—1)
2

avem ca primul element al submultimii

n este

4
0 = 25-49 = 1225.

b) Pentru a stabili ultimul element al celei de-a 50-a submultimi trebuie
51-50

a) Cea de-a 50-a submultime incepe cu

sd stim primul element al celei de a 51-a submultimi. Acesta este

1275.
Avem de calculat suma S = 1225 + 1226 + 1227 + ... + 1274.



Aceastd sumi se poate calcula in doud feluri:
1.

S=142434.. 412254 ... 41274 — (1+2+3 + ...+ 1224) =

12741275 12241225
N 2 B 2

= 62475.

S =12254+1225+ 141225+ 2+ ... + 1225+ 49 =
49 - 50

=1225-504+1+24 .. 449 =1225-50 + = 62475.

¢) Suma elementelor primelor 50 de submultimi inseamna

T:1+2+3+...+1274:mg&:gm?a

Problema 3: Aflati numerele naturale m si n pentru care numérul
5™ 4+ 6™ 4 2 este patrat perfect.
Maria Mihut

Solutie: Notam wu(n) cifra unitdtilor lui n. Dacd m > 0 si n > 0,
atunci u(5™) = 5 g1 u(6") = 6, de unde rezulta u(5™ + 6" + 2) = 3. Dar
un patrat perfect nu poate avea cifra unitatilor egald cu 3. Agadar, pentru
m > 0 gi n > 0 numéarul nu poate fi patrat perfect.

Trebuie sa analizam cazurile in care cel putin unul dintre numerele m
sau n este egal cu 0.

Daca n =0 si m > 0 numarul devine 5™ + 3 si u(5™ + 3) = 8, deci nu
este patrat perfect (un patrat perfect nu poate avea cifra unitatilor 8).

Daca m = 0 si n > 0 numérul devine 6™ 4+ 3 Care nu este patrat perfect
deoarece numarul se divide cu 3, dar nu se divide cu 9 (un patrat perfect care
se divide cu numérul prim p trebuie si se divida si cu p?).

In sfarsit, daca n = m = 0 numirul devine 4 care este patrat perfect.

In concluzie, numarul este patrat perfect pentru n = m = 0.

Problema 4: Aritati ci nu existd n € N astfel incat
1+2+3+ ... +n =uaaaa.

Vasile Serdean

Solutie: Avem

1+2434+...+n=0a-1111=a-11-101



$i cum
1
1+2+3+...+n:n(n;r
avem

n(n+1)=2-a-11-101.

Trebuie sa privim produsul 2-a-11-101 ca un produs de doua numere
consecutive.

Daca unul dintre factori ar i 101 atunci n = 101 sau n + 1 = 101.

Pentru n = 101 trebuie sa avem 2 -a - 11 = 102 gi nu existd a numar
natural pentru care egalitatea sa fie adevarata.

Pentru n+1 = 101 trebuie sd avem 2-a-11 = 100 si nu existd a numar
natural pentru care egalitatea si fie adevirata.

Daca unul dintre numerele consecutive ar fi 101 inmultit cu unul sau
mai multi dintre factorii 2, @ sau 11 numarul ramas are numai doud cifre (sa
nu uitdm ca a este cifra), deci nu putem vorbi de produs de doud numere
consecutive.

In concluzie, nu existd n € N astfel incat 1 + 2 + 3 + ... + n = Gaaa.

Problema 5: Se considerd numerele naturale consecutive
1:2; 3;4;...;2010; 2011.

Inlocuim, pe rand, cite dous numere (alese la intamplare) cu diferenta dintre

cel mai mare si cel mai mic dintre ele, pana cand raménem cu un singur

numadr. Ce paritate are acest ultim numar? Justificati. (Enunt modificat)
Vasile Serdean si Alexandru Blaga

Solutie: Pentru rezolvarea problemei trebuie sd ne amintim

Diferenta a doud numere de aceeast paritate este un numdr par.
Diferenta a doud numere de paritati diferite este un numdr impar.

Acum, in sirul de numere din problema sunt 1005 numere pare (nu-
merele pare din gir au forma 2k, unde k € {1,2,3,...,1005}) si 1006 numere
impare (numerele impare din sir au forma 2k —1, unde k € {1,2,3,...,1006}).

Sa observim ci oricum am alege dous numere de aceeagi paritate, ele
se vor inlocul cu un numér par.

Presupunénd ca alegem numai perechi de numere de aceeagi paritate
vom raméane cu un numar par deoarece numéarul de numere impare este par
(1006) deci toate diferentele se vor transforma in numere pare.

Daca alegem un numdr impar gi un numér par, atunci vom ramine cu
un numar impar de numere impare.



Dar, cele doua numere alese se vor inlocui cu un numar impar, deci vom
avea de fapt tot un numar par de numere impare.

Cum numarul de numere impare este mereu par inseamni ca in final
vom ramane cu un numar par.

Problema 6: Pentru ¢ numir natural definim numerele x = 2a + 3 i
y =4a+9. Aflati catul ¢i restul impartirii lui y la x.
Olimpiadd Bucuresti

Solutie: Putem scrie
y=4a+9=4a+6+3=212a+3)+3

adicid
y=2r+3 ()

Dacad x > 3 atunci relatia (*) reprezinta teorema impartirii cu rest a lui y la
x gi atunci
- Catul impartirii lui y la x este 2
- Restul impaértirii lui y la x este 3.
Dacit z = 3, din 2a + 3 = 3 obtinem a = 0 i atunci y = 9. In acest caz
- Catul impartirii este 3
- Restul impartirii este 0

Problema 7: Aflati suma cifrelor numirului abc+1 stiind ¢ a+b+c =
20.

Solutie: Discutia este legata de suma ¢ + 1, dacd trece sau nu peste
ordin.
Agadar, pentru ¢ < 8 avem ¢+ 1 < 9 gi atunci

abc+1 = ab(c + 1)

§i suma
a+b+c+1=21

Dacid ¢ = 9 avem ab9 + 1 si a + b = 11. De aceasta datd problema se
pune in legdturd cu b + 1; trece sau nu trece peste ordin?
Daca b < 8, atunci b+ 1 <9 gi avem

ab9 +1=a(b+1)0

$i suma
a+b+14+0=12



Daci b =9 avem a99 + 1c si a = 2. In acest caz
299 +1 = 300

si
3+404+0=3

In concluzie, suma cifrelor numirului abe + 1 este: 21 daci ¢ < 8; 12
daci c=9gib<8sauddacac=9g b=09.

Problema 8: Fie numerele naturale xz, y, z, * < y < z astfel incat
3% 4+ 3Y 4+ 3% = 2475. Ardtaticdi M =2-x+ 3.y + 4 z este pitrat perfect.

Solutie: Trebuie si aflim z, y §i z. Faptul cd x, y, z sunt exponenti
al unor puteri cu aceeasi bazi, 3 ne sugereaza ideea de a trece numarul 2457
din baza 10 in baza 3.

Avem:

2457 =3-819+0
819 =3-273+0

273=3-91+0

91=3-30+1

30=3-104+0
10=3-3+1
3=3-1+0
1=3-0+1

Din cele de mai sus avem
245710y = 101010003,
Trecerea numéarului 10101000 din baza 3 in baza 10 se face astfel:
101010003 = 1-37+0-3°+1-3°+0-3*+1-3*+0-3°4+0-3"+0-3"

Adics
2457 = 37 + 35 4+ 33

De aici gi din 3% + 3Y 4+ 3% = 2475, cum z < y < z deducem

Cu acestea M = 2-3+3-5+4-7 = 49 care este patrat perfect (72 = 49).



Problema 9: Considerim multimea A = {2“ 3.5 a, b, ce N}.
Aratati ca printre oricare noué elemente ale multimii A exista cel putin doua
al caror produs este patrat perfect.

Solutie: In rezolvarea problemei trebuie si tinem seama de uritoarele:

1. Un numir de forma 2% - 3% . 5¢ este pitrat perfect daci toti
exponentii sunt numere pare;

2. Suma a doud numere de aceeasi paritate este un numéar
par;

3. a™-a" =amr".

In legdturd cu elementele multimii A ne punem intrebarea cate dintre
acestea au exponenti de paritati diferite.

Exponentul a poate fi par sau impar, deci 2 posibilitati. La fel pentru
exponentii b sau ¢. Rezulti cd avem 2-2-2 = 8 elemente cu exponenti diferiti.

Putem proceda si astfel. Notdm i exponentii impari si p exponentii
pari. Pentru exponentii a, b, ¢ avem urmatoarele cazuri posibile:

U, 0,05 1,0,D5 1,y Pylyts 6,0, D DyiD; DyDy by PyPy P

in total 8 variante.
Conform principiului cutiei, avand 8 variante posibile gi 9 numere vor
exista cel putin doud numere care si aibd aceeasgi formi a exponentilor.
Inmultind aceste douid elemente exponentii produsului sunt numere
pare, agsadar produsul este un patrat perfect. (Exemplu: Daci x = 2¢ - 3P - 5¢
siy=2-3P.5 atunci x -y = 21T . 3PP . 51+ — 9P . 3P . 5P)

Problema 10: Un patrat cu latura de 5 cm se imparte in patratele cu
latura de 1 cm, in total 25 de patratele. Fiecare patritel se numeroteazi cu
numere naturale de la 1 la 25 (fiecare numar apare o singurd dati). Exista
o numerotare astfel incit exact pe o linie sau pe o coloand suma si fie un
numér par?

Solutie: Raspunsul este NU, iar justificarea este urmatoarea:
Suma tuturor numerelor inscrise in pétrat este

25-26
1+2+3+-~-+25:T:325

Daca notam Ly, Lo, L3, L4, Ls suma numerelor de pe liniile 1, 2, 3,
4 respectiv 5, atunci

L+ Lo+ Ly+ Lg+ Ly =325



Presupunem ca suma de pe o singurd linie este numir par. Atunci
celelalte patru sume sunt numere impare.

In aceste conditii, in suma L1+ Lo+ L3+ L4+ L5 apar 4 numere impare
si un numar par, ceea ce inseamna ca Ly + Lo + L3 + Ly + L5 este un numar
par.

Dar L1 + Lo + L3y 4+ Ly + Ly = 325, adicd numar impar.

Contradictia apare de la presupunerea pe care am ficut-o gi anume
cd exact pe o linie suma este un numir par. Agadar presupunerea nu este
corecta.

La fel se procedeazi dacéd in locul liniilor vom considera coloanele.



