¢

Etapa 3, Problema 4

VI ItO I‘I OI | m p l Cl A I‘O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
Editia a V-a; Etapa 3; Clasa a X-a
SOLUTIE Problema 4

Se considerd numdrula e (0,1)NQ si multimile

f(x;y]:ﬂxw(y)},

2

:{f:R—ﬂR

B= {f R—)R‘f ax+ 1 a)y) af(x)+(1—a)f(y)}.

—of (1-a)x+a* y]+(1_a)(ay+(1_a)“

b) Demonstratl cd A=B.

a) Ardtati ca y]’ vV x,yeR.

kKK

Solutie.
a) Calcul direct.
b) Fie f € A. Printr-o inductie de tip Cauchy se demonstreaza relatia

f(x1+X2+...+an:f(x1)+f(xz)+"'+f(x) VHEN n>2 VX , X

n n

x, eR.

20

Inductia are urmatorii pasi:
- egalitatea este adevarata pentru n=2, din ipoteza;
- presupuneam egalitatea adevarata pentru n=k si o demonstram apoi pentru n= 2k ;

X, +X, +ot+X :
- 21 " obtinem
2k -1

- din egalitatea adevarata pentru n=2k, particularizand x,, =

relatia adevarata pentru n=2k—-1.

Pentru ae QN (0,1), existd m,neN" astfel incat a =—. Atunci

Flox+(1-a)y) = 2w+ |- f(w]
_mf (x)+(n-m)f(y) )

deci f €B.
Fieacum f €B.Folosim identitatea de la punctul a) si obtinem:

f(x—;yj :f(a((l—a))waX;y]+(1—a)(ay+(1_0))";)’]]
~ar{ (-0 32 s (1-a) | v (1-0) %52
=a((1—a)f(x)+af(“7y]]+(1-a)(af(y)+(1_a) f(xzyn
~a(1-a)(F(x)+ )+ 252 - (2a-2a) [ 222

X+y

Rezulti cd (Za_zaz)f( j a(1l- a)(f(x)+f(y)) si, dupd o simplificare cu 2a(1-a),

deducem ca f € A. Astfel, solutia este completa.
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