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Etapa 4, Problema 4

Rezolvaµi în numere întregi pozitive ecuaµia

aa
a

= bb.

Olimpiad  Belarus, 2000

Soluµie (Marta Ungureanu, Craiova ³i Andi Brojbeanu, Târgovi³te).
Evident c  a ≤ b; atunci k := loga b este cel puµin egal cu 1. (*)
Logaritmând ecuaµia în baza a, obµinem c  aa = bk, deci k = aa

b ∈ Q. Vom
ar ta c  num rul k este natural (nenul). Pentru aceasta �e, prin absurd, k = p

q ,

cu p, q ∈ N, p, q ≥ 2, (p, q) = 1. Cum b = ak, ecuaµia din enunµ conduce la

aa = kak, adic  aa−k = k. Rezult  c  a
aq−p

q = p
q , deci a

aq−p = pq

qq /∈ N. Atunci:

aq − p < 0⇒ a <
p

q
= k ⇒ aa < ak ⇒ kak < ak ⇒ k < 1,

fapt care intr  în contradicµie cu (*). În concluzie, k este num r natural.
Not m t := a− k; avem k = at ³i obµinem c  a = at + t, cu a, t ∈ N, a 6= 0.

Deducem c  t nu poate � nenul, iar pentru t = 0 g sim c  a = 1.
Astfel, perechea (1, 1) este singura soluµie a ecuaµiei.

Soluµie alternativ .

Dac  a = 1, atunci b = 1; vom ar ta c  perechea (1, 1) este singura soluµie
a ecuaµiei.

Numerele naturale a ³i b au aceea³i factori în descompunerea canonic . Dac 
a ≥ 2, evident c  a < b; rezult  c  exist  un num r natural k astfel încât b = ak,
iar ecuaµia devine aa

a

= (ak)ak.
Vom demonstra c  numerele a ³i k au aceea³i factori în descompunerea

canonic . Într-adev r, dac , prin absurd, q este un num r prim care-l divide
pe a, dar nu îl divide pe k, atunci qa

a

= qak, de unde aa = ak, deci k = aa−1,
contradicµie.

Pentru a ≥ 2, exist  un num r prim p care apare cu exponentul α ≥ 1 în
descompunerea canonic  a lui a. Factorul p va ap rea ³i în descompunerea lui
k, având exponentul β ≥ 1. Urm rind exponentul lui p în cei doi membri ai
ecuaµiei, obµinem c 

αaa = (α+ β)ak ⇒ α =

(
(α+ β)k

a

)a
⇒ α = na, n ∈ N, n ≥ 2.

Cum pα divide a, ar rezulta c  pn
a

divide a, ceea ce este imposibil (deoarece
pn

a

este strict mai mare decât a). R mâne c  ecuaµia nu are soluµii cu a ≥ 2,
deci (1, 1) este singura soluµie.
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