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Etapa 4, Problema 4
Rezolvati in numere intregi pozitive ecuatia

a

a® =0,

Olimpiada Belarus, 2000

Solutie (Marta Ungureanu, Craiova si Andi Brojbeanu, Targoviste).

Evident ca a < b; atunci k := log, b este cel putin egal cu 1. (¥*)

Logaritméand ecuatia in baza a, obtinem ca a® = bk, deci k = % € Q. Vom
ardta c numirul k este natural (nenul). Pentru aceasta fie, prin absurd, k = %,
cu p,qg € N,p,g > 2,(p,q) = 1. Cum b = a*, ecuatia din enunt conduce la

ag—p

a® = ka®, adicd a®~* = k. Rezultd ci a qug,deci a“q_p:Z—ZgéN. Atunci:
_ ZZ? a k k k
ag—p<0=a<==k=a"<ad”"=kid"<a"=k<1,
q

fapt care intrad in contradictie cu (*). In concluzie, k este numéar natural.
Notédm ¢ := a — k; avem k = a’ si obtinem ci a = a® + ¢, cu a,t € N,a # 0.
Deducem ci t nu poate fi nenul, iar pentru ¢t = 0 gdsim ca a = 1.
Astfel, perechea (1, 1) este singura solutie a ecuatiei.

Solutie alternativa.

Dacd a = 1, atunci b = 1; vom arita ci perechea (1,1) este singura solutie
a ecuatiei.

Numerele naturale a si b au aceeasi factori in descompunerea canonica. Daci
a > 2, evident cd a < b; rezulta ca existd un numér natural k astfel incat b = ak,
iar ecuatia devine a%” = (ak)**.

Vom demonstra cd numerele a gi k au aceeagi factori in descompunerea
canonicd. Intr-adevir, daci, prin absurd, ¢ este un numdir prim care-1 divide
pe a, dar nu il divide pe k, atunci ¢*" = ¢**, de unde a® = ak, deci k = a®~ !,
contradictie.

Pentru a > 2, existd un numar prim p care apare cu exponentul o > 1 in
descompunerea canonici a lui a. Factorul p va aparea si in descompunerea lui
k, avand exponentul # > 1. Urmdérind exponentul lui p in cei doi membri ai
ecuatiei, obtinem ca

(a+p

k a
aaa=(a+ﬁ)ak:>a:< )> =a=n*neNn=>2
a

Cum p® divide a, ar rezulta cd p™ divide a, ceea ce este imposibil (deoarece
p"  este strict mai mare decat a). Rdmane ci ecuatia nu are solutii cu a > 2,
deci (1, 1) este singura solutie.

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
Editia a IV-a 2012-2013



