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Exemple si contraexemple in analiza matematica liceala
ANDREI VERNEscUY 2)

Abstract. We present some of the basic but nontrivial examples and
counterexamples in Calculus and in the beginning of the Mathematical
Analysis, respecting the level of the contemporary Romanian highschool
syllabus.

Keywords: Sequence of real numbers, limit of a real function at a point,
continuity, derivative, Riemann integral, antiderivative.
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ITI. Exemple si contraexemple referitoare la functii, limite,
continuitate, proprietatea lui Darboux

5. O functie care nu admite limita la co. Generalizare

Este functia f : R — R, f(x) = sinx. Stabilirea rezultatului consta in a
arata ca nu este indeplinita conditia din teorema de caracterizare a limitelor
de functii cu ajutorul sirurilor.

Se poate proceda in doua moduri:

D Conf. dr., Universitatea Valahia din Targoviste, e-mail: avernescu@clicknet.ro

2)Prezentul text contine, sub o forma putin mai dezvoltata, conferinta prezentata in
ziua de 28 iulie 2009, in cadrul cursurilor pentru perfectionarea profesorilor, Busteni, 28
iulie - 5 august 2009. (N.R.)
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/

(i) Fie sirurile (27,),, si (z},),,, de termen general z;, = g+2n7r, respectiv

xl = —g—l—er. Atunci 2], — o0, 2! — oo gi avem f(z],) = sin (g + 2n7r) =
=1 ——— 1, precum si f(x]/) = sin (—E + 2mr> =—-1—— —1, deci f

nu are limita la cob).

(ii) Fie sirul (z,),, de termen general x,, = g—i—mr. Rezulta ca x,, — oo

si f(zy) = sin (g + 'mr) = (—1)", divergent, de unde aceeeasi concluzie.

La aceeasi concluzie, a inexistentei limitei la oo, se ajunge folosind
functia cosinus, functia tangenta (definitd pe multimea {z € R | cosx # 0}),
sau functia cotangenta (pe multimea {z € R | sinz # 0}).

O generalizare imediata este urmatoarea: orice functie periodicd, necon-
stantd f : R — R nu admite limitd la oo. intr—adevér, daca T' > 0 este
perioada si daca a = f(«) si b = f(B) sunt doua valori diferite ale functiei,
atunci utilizarea sirurilor de termen general z], = a +nT si z) = 4+ nT
conduce la concluzia enuntata.

Toate rezultatele mentionate se transpun fara nicio dificultate pentru
limita la —oo.

6. O functie care nu admite limite laterale (si deci nici limita)
in 0
Y

Fig. 1
1 o
Este functia f : R — R, f(z) = { S daca = #0 (o schita a
0, daca =0
graficului este redata in fig. 1).

Functia nu admite limite laterale in punctul x = 0, ceea ce se poate
obtine utilizand, de asemenea, caracterizarea cu siruri a limitelor (laterale)
ale unei functii intr-un punct.

De exemplu, pentru a aridta ca functia nu are limita la dreapta in 0,

se pot utiliza sirurile de termen general 2], = —— si 2], = ———;
- +nrw —= +nw
desigur z!, # 0, Vn € N*, dar 2/, (————> 0, analog si pentru (z7,),, dar
n—o0)
DSe pot alege si alte siruri, de exemplu 2/, = g + 2nm, impreund cu x, = —g + 2n.
(N.A.)
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f(z]) =1 —— 1, In timp ce f(z)) = —1 ——— —1. Se poate lucra si
cu un singur sir, de exemplu x, = —=——— etc. Pentru a ardta ca functia
- tnm

nu are limita la stdnga in punctul 0, se procedeaza analog, folosindu-se, de

exemplu, girurile de termen general — §l —= , n € N*/ sau numai

——2n7r —— —nT
2 2

1
girul de termen general ——— etc.
— —nm
Neadmitand o limita laterala in 0, functia nu admite nici limita (bila-
terala) in acest punct. Situatia din punctul zy = 0 constituie o discontinui-
tate de speta a doua.

7. O functie care nu admite limite laterale (si deci nici limita)
in niciun punct zy € R

Este functia lui Dirichlet!) f: R — R:

_ 1, daca z€Q 2)
f(:c)—{ —1, daca zeR\Q.

Stabilirea rezultatului se face apeland tot la caracterizarea cu siruri a
limitei unei functiei intr-un punct. Fie ¢ € R, oarecare.’)
Sa consideram un sir (z7,),, cu toti termenii rationali (scris prescurtat:

TL
(z1,),, C Q) cu !, # x0, ¥Yn € N, Y, dar astfel incat 2/, — xo. Atunci
f(x) =1 (———)—> 1. Fie acum un sir (z],), cu toti termenii irationali
n—oo
((#), € R\ Q), cu 2% # x,, Vn € N, dar astfel incat !, — xo. Atunci
=0 0
flan) =025

D peter Gustave Lejeune Dirichlet (1805-1859), mare matematician german. (N.A.)

2)Aparit;ia functiilor de acest tip a avut o deosebita importanta in evolutia notiunii de
functie, pana la gradul maxim de generalitate de astazi. In secolul al XVIII-lea si chiar la
inceputul secolului al XIX-lea, inca se mai considera ca orice functie numerica trebuie sa
fie legata de o expresie analitica, de o formula. De abia ulterior s-a degajat definitia cea
mai generala a functiei, care cere doar ca, la orice element din domeniul de definitie, sa
corespunda un element unic din codomeniu.

.. a, dacdi z€Q . z), dacda z€Q

Functiile f(z) = { b daci zerR\Q %1@= { Z&% daci z€R\Q

cépatat denumirea de functii de tip Dirichlet. (N.A.)

au

3)Este recomandabil sa se lucreze direct cu zo real, fara a analiza separat cazurile xp € Q,
respectiv zg € R\ Q, care ar constitui doar o pierdere de timp. (N.A.)

DDacs am sti cd zo € R\ Q, atunci conditia teoreticd z, # xo ar fi de la sine indeplinita.
Dar, cum am mentionat, noi lucrdm direct cu zo € R, deci conditia trebuie pusi. (N.A.)

5)Observa1;ie asemanatoare, pentru cazul cd zo € Q. (N.A.)
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Deci functia f nu admite limita in
punctul xg. Intrucat xo a fost arbitrar,
rezulta ca functia f nu are limita in nici
un punct al axei reale. Se mai spune ca f
este total discontinua. O schita a graficu- O|

lui este sugerata in fig. 2. Fig.2
De asemenea, functia lui Dirichlet, fiind neconstanta si periodica (de

perioada orice numar rational 7' > 0 (ugor verificabil!)), nu admite nici limita
la +o00, respectiv. —oo.

Ca observatie metodologica utila de retinut, subliniem inca o data ca, in
toata justificarea precedenta, procedeul adoptat, de a considera direct zg € R,
este mai rapid decat examinarea separata a cazurilor xg € Q si zp € R\ Q.

Functia precedentd mai poate servi drept exemplu si pentru alte nu-
meroase proprietati ,negative“: nu este continua in niciun punct, nu este
derivabila in niciun punct, nu este integrabila Riemann pe niciun interval
[a,b] (cu a < b), nu are proprietatea valorilor intermediare, a lui Darbouz pe
niciun astfel de interval, nu admite primitive pe niciun interval. Totodata,
intrucat f2 = f, aceasta constituie i un exemplu pentru care toate pro-
prietatile ,,patologice“ mentionate se pot transmite de la o functie la patratul
sau.

Pentru functiile de tip Dirichlet:

\/

X

Fz) = { g(x), daca ze€Q

h(z), daca ze€R\Q,

se arata (folosind tot caracterizarea cu giruri a limitei unei functii intr-
un punct) ca f este continud numai in acele puncte o € R pentru care
g(xo) = h(xg), daca astfel de puncte exista (pentru functia-prototip a lui
Dirichlet:

|1, daca 2€Q
f(gc)_{O, daca zeR\Q

neexistand astfel de puncte). Vom utiliza o astfel de functie la exemplul 11.
8. Functii irationale
Intrucat elevii sunt familiarizati inca din clasele precedente cu noti-

unea de numar rational, prezentat ca raport de doud numere intregi (relativ
prime)l), este firesc sa se defineasca si notiunea de functie rationala ca raport

DLa acel nivel, nu este incd indicata prezentarea numarului rational ca o clasid de
echivalentd. (N.A.)

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro



Vi itO I‘i 0 I i m p i Ci . I'O Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro
U(z)
V(z)
multimea Dy dof {r e R|V(x) #0}.

Astfel apare gi cerinta de a explica de ce anumite functii nu intra in
aceasta categorie, adica nu sunt functii rationale. In acest scop, reamintim
cateva observatii binecunoscute asupra functiilor rationale, anume:

() Intrucat functia polinomiala V| de la numitor, admite cel mult un
numar finit de radacini reale distincte, 1 < z2 < ... < xp, multimea Dy
este multimea numerelor reale, R, din care s-au eliminat cel mult un numar
finit de puncte, deci este o reuniune finitd de intervale deschise disjuncte,
adiacente:

de polinoame, f(z) = ,cuV #£0Y 2, desigur functia avand sens pe

D¢ = (—o00,21) U (1,22) U... U (x},00)
(subintelegandu-se ca, in cazul in care V nu admite radécini reale, avem
D¢ = (—o00,00) = R).

(8) Functiile rationale sunt continue si derivabile in orice punct din
domeniul de definitie Df.3)

(7) Functiile ragionale au limite la 400 si la —oco finite si egale intre ele,
daca gr(U) < gr(V) (egale cu 0, daca gr(U) < gr(V)), respectiv infinite (cu
acelagi semn sau de semne contrare) daca gr(U) > gr(V).

Prezentam, in continuare, cateva exemple de functii irationale.

(a) Functia  — |z| nu este functie rationala deoarece nu este derivabila
in origine.

(b) Functiile parte intreagd = + [z] si parte fractionara x — {z} nu
sunt functii rationale, deoarece nu sunt continue in punctele zg =n € Z.

(¢) Functia x — /x nu este functie rationala deoarece nu este definita
decét pe semidreapta [0, 00).%)

(d) Functia z — 22 4+ 1 nu este functie rationala.

Intr-adevir, prespunand prin absurd contrariul, am avea v22+ 1 =
_ Ul=z)
V()
V(z) # 0, Vo € R. Rezulta:

, unde x +— U(z) si « — V(z) sunt doua functii polinomiale, cu

?2+1  Ux)
r  zV(x)’

D Adica functia polinomiald V este diferitd de functia polinomiald identic nuld. (N.A.)
. . S . . . .U

2 Polinoamele U si V se considera, de asemenea, relativ prime, deci fractia v este

nesimplificabild. (N.A.)
1

3)Reamintim (dacd mai era necesar!) cd, pentru functia  — —, de exemplu, problema
continuitatii in punctul o = 0 nu are sens! Pur si simplu, f nu este definitd in punctul

Y Pentru stabilirea rezultatelor de la punctele (a) — (c) se pot da si alte argumentari, la
care invitdm cititorul si reflecteze. (N.A.)
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unde functia din membrul drept este, de asemenea, rationala (definita pe
(—00,0) U (0,00) = R*). Considerand limitele pentru x — oo si apoi pentru
r — —o0, obtinem pentru functia din membrul stang valorile 1, respectiv
—1, ceea ce nu poate avea loc pentru functia rationala din membrul drept.
Contradictie! Y

(e) Functia x — Inx nu este functie rationald, deoarece nu este definita
decat pe intervalul (0, c0).

(f) Functia x — €* nu este functie rationala, din cauza situatiei limitelor
la +o00, respectiv. —oo.

Propunem acum cititorului sa stabileasca — folosind metode asemana-

toare — ca urmatoarele functii definite pe R nu sunt functii rationale:
xT

f(x) = arctgz, f(l‘):leig:xy f(x):_\/li—:c?’ f(x)zlf‘x’

9. O suma de fractii rationale Zak (ak = 1%), care nu se
q
k=1

poate restrange ca functie rationala de n (dupa [25])

Sa consideram intai, ca exemplu introductiv, formula binecunoscuta:

1+ ! + +...+ L : =
1.2 23 34 77 am+l) 0 na+l\ n+l)

1
Ea ofera ,restrangerea” sumei de functii rationale de forma ——
k(k+1)
(cu k =1,2,3,...,n) sub forma tot a unei functii rationale, in variabila n,
n

anume 1
n
O astfel de ,restrangere” nu mai este posibila pentru alte sume, ca, de
exemplu, pentru suma armonica:
1 1 1
Hy=14-4-+...+—.
" 2 3 n
Dar aceasta simpla afirmatie, neinsotita de nicio explicatie, de nicio
justificare, este nesatisfacatoare! Se poate insd demonstra
Teorema 1. Nu exista nicio functie rationald cu coeficientii reali
f:E— R (unde N* C E CR), astfel incat:

H, = f(n), VneN, (9.1)

Demonstratie. S& presupunem, prin absurd, ca ar exista o astfel
de functie f; aceasta ar Insemna ca existda doua functii polinomiale

UV :R—-R,
U(x) = apa® + ... + ao, V(z) = bgz? + ...+ by,

DToate exemplele (a) — (d), cat si demonstratiile respective au fost adaptate din [9],
pag. 62-63. (N.A.)
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cuap #0, by, #0, V(x) # 0, pentru orice z € E D astfel incat:

U(z)
=——=, VzekF. 9.2
1@ = e 92
Cu aceasta notatie, egalitatea (9.1) s-ar scrie:
U(n)
H, = yneN-. 9.3
Trecand la limita pentru n — oo si tinand seama ca lim H, = oo,
n—oo
U
rezulta lim ﬂ = 0o. Deci p > ¢, adica p — ¢ > 0, sau, cum p,q € N,
5 Vi)
avem p — ¢ > 1. Impartim egalitatea (9.3) prin n?~7 gi gasim:
H, U
n_ U Vn € N¥, (9.4)

nP=4  nP=1V(n)’

unde, in membrul drept, functiile polinomiale de la numarator si de la numitor
au acelagi grad, p, iar coeficientii lor dominanti sunt a,, respectiv b,.

Trecand acum la limitd pentru n — oo, in relatia (9.4) se obtine
0= I 2)

by

Contradictie!

Pe o cale asemanatoare, se demonstreaza ca nu exista nicio functie
rationald cu coeficienti reali f : E — R (N* C E C R), astfel incat sa
avem:

1 1 1
1+ﬂ+5+...+a:f(n), VneN

(pentru detalii, a se vedea [25]).

10. Daca functia f: R — (a,b) cu a < b, este bijectiva, atunci
aceasta nu este functie rationala

Intr-adevir, si presupunem, prin absurd, ca f este o functie rationala
U(x . . s R .
flx) = %, Vo € R (si, desigur, V(z) # 0, Vz € R). Intrucat, functia f
T
este injectiva si continua, ea va rezulta, in baza unui rezultat binecunoscut
(v. [11], cap II, §2), ca f este strict monotona. In acest caz, in baza altui
rezultat binecunoscut, ar avea loc una din urmatoarele situatii:

I. lim f(z)=asi lim f(z)="0, daca f este strict crescatoare;
r——00 r—00

Din cazul particular £ = R, ultima conditie revine la faptul ca functia polinomiala V'
admite numai radécini complexe. (N.A.)
Hy, . . .
2)Ob‘ginerea rezultatului lim —= = 0 (cu notatia r = p —gq, deci r > 1) este binecunos-

n—oo N’

H H 1
cutd; ea se poate baza, de exemplu, pe egalitatea — = —= .
r

T (unde r — 1 > 0), iar

limita primului factor din membrul drept poate fi gisitd cu lema lui Stolz. (N.A.)
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II. lim =bsi lim f(x) = a, daca f este strict descrescatoare.
r—00

r——00
In ambele cazuri, limitele la —oco si la oo sunt finite si diferite intre
ele, ceea ce contrazice situatia limitelor la —oo si la +o00 pentru o functie
rationald. Asadar, f nu este o functie rationala.
*

* *

Aceasta delimitare prezintd un anumit interes teoretic in stabilirea echi-
valentei cardinale V) dintre multimea R a numerelor reale si un interval oare-
care (a,b) (cu a < b)?), care poate fi ales ca fiind intervalul ,,standard“ (0, 1)
, sau intervalul (—1,1)%). Astfel, bijectii f de la R la (—1,1), sunt f(z) =

) T -z

—arctgzx, f(zr) = c-° (functia numita si ,,tangenta hiperbolicd“ notata

™ et +e” 7 " .

thz), flz) =Val+az+1—-Va2—z+1, f(z) = ———, f(z) = ——
) 5(@) flo) = = 1) =

(propunem cititorului studiul si reprezentarea grafica). Dar, in orice carte
de analiza matematica, este in ordinea fireasca a lucrurilor ca, intai sa se
prezinte si sa se analizeze multimea R, a numerelor reale (,,materia prima*
a analizei matematice?)), iar de abia mai tarziu si se treacd la definirea ri-
guroasd a functiilor mai complicate decat modulul (absolut necesar de a fi
definit la inceput, fiind folosit la descrierea distantei pe R!), functiile poli-
nomiale gi functiile rationale (ne referim la functiile radical, exponentiala,
logaritm, functiile trigonometrice si inversele lor). Astfel, dintre toate cele
cinci functii bijective f : R — (—1,1) prezentate anterior, va fi de preferat

. . o .o . €
cea mai ,simpla“, adica ultima f(x) = r“ Rezultatul demonstrat an-
T
terior ne arata ca procesul de selectare a unei functii gi mai ,,simple“, prin
renuntarea la modul, nu mai poate continua: nu putem gasi o functie bi-

jectiva f : R — (—1,1), care sa fie rationala! (Este interesant de notat ca,

DReamintim c& doud multimi A si B se numesc cardinal echivalente, dacd existd o
functie bijectiva f : A — B. Relatia astfel definita este o relatie de echivalenta in cadrul
multimilor. Notiunea a fost introdusi de Georg Cantor (1845 - 1918). (N.A.)

2 Ambele multimi R si (a,b) sunt nenumérabile. Reamintim cd o multime cardi-
nal echivalentd cu multimea N, a numerelor naturale, se numegte multime numarabila,
multimile Z si Q sunt, de asemenea, multimi numarabile. O multime care nu este cardinal
echivalenta cu multimea N se numesgte multime nenumarabila. Tot multimi nenumarabile
mai sunt R\ Q si C. O multime cardinal echivalentd cu multimea R, a numerelor reale, se
numeste multime de puterea continuului. (N.A.)

3) Alegerea intervalului ,standard“ (0,1) sau a intervalului (—1,1) nu micsoreazi cu
nimic generalitatea, deoarece intre oricare doud intervale deschise (a,b) si (o, 3) (cua < b
si a < ) se poate stabili o bijectie, de exemplu functia de gradul I care transforma pe a
in asipebin 8. (N.A))

4 Expresie preluati din [6]. (N.A.)
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invers, de la (—1,1) la R, gasim cu usurintd bijectii rationale, de exemplu
(—1,1 R = .
g:(-11) ~ B, gla) = -
11. O functie f: I — I, I =10,1], cu f(I) = I, dar care nu are
proprietatea lui Darboux (dupa [11])
Este o functie de tip Dirichlet f: 1 — I

(I=[0,1]): "
Fz) = x, pentru ze€QNI !

T 22, pentru z€ (R\Q)NI.

x. /7

Se obtine usor, cu o demonstratie prin e
dubla incluziune, ca are loc egalitatea f(I) = I
(la stabilirea ambelor incluziuni, se vor consi- 0// %
dera separat cazurile cand se lucreaza cu valori Fig. 3

rationale, respectiv irationale).
Se poate insa arata acum ca functia f nu are proprietatea lui Darboux.
1

Intr-adevar, pentru a face o alegere convenabila, fie x1 = —, iar 9 = 5; avem

x1 < T9. Sa consideram acum o valoare irationala, din intervalul ,de pe axa

11 1
Oy* (f(z1), f(z2)) = (Z’i)’ de exemplu, A = W Cautam un numéar
11 1
c € (x1,m9) = <Z’§)’ ,de pe axa Ox*, astfel incat sa avem f(c) = ﬁ
Numarul ¢ nu poate fi rational, deoarece, in acest caz, am avea f(c) = c € Q,
deci f(c) # A\. Asadar c trebuie sa fie irational . In acest al doilea caz, am

1
avea f(c) = c%, deci, din conditia f(c) = 7

c= % nsa % > %, deci ¢ ¢ (z1,72). Asadar, nu exista niciun numar
real ¢ € (z1,x2), astfel incat f(c) = A, deci functia f nu are proprietatea lui
Darbouzx.

Contraexemplul prezentat ne arata ca, pentru o functie f : I — R (unde
I este un interval), satisfacerea proprietatii lui Darbouz nu este echivalenta
cu transformarea unui anumit interval I; C I D tot intr-un interval. Propri-
etatea lui Darboux este echivalenta cu transformarea oricarui interval I; C 1
tot intr-un interval. Mentionam ca, in unele carti de analizd matematica,
aceasta din urma proprietate este luata tocmai drept definitie a proprietatii
lui Darbouz (a se vedea [4], pag. 136).

rezulta ca trebuie sa alegem

—>

Din contraexemplul prezentat, avem chiar I; = I = [0, 1] ceea ce nu joacd un rol esential,

deoarece functia putea fi definitd si pe un interval J, astfel incat J D [0,1]. (N.A.)
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