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Problema 3. Fie M mulţimea numerelor naturale care se scriu sub forma

2a − 2b

2c − 2d

cu a, b, c, d ∈ N.

a) Arătaţi că 2016 ∈M .
b) Aflaţi cel mai mic număr natural care nu aparţine mulţimii M .

∗ ∗ ∗

Soluţie:
a) Avem 2016 = 32 · 63 = 25 · (26 − 1) = 211 − 25, deci putem scrie, de exemplu,

2016 =
211 − 25

21 − 20
, ceea ce arată că 2016 ∈M .

b) Vom arăta că cel mai mic număr care nu aparţine mulţimii M este n = 11.

Evident, dacă un număr se scrie k =
2a − 2b

2c − 2d
, atunci 2k =

2a+1 − 2b+1

2c − 2d
, deci

k ∈M ⇒ 2k ∈M .
Se verifică uşor că 0, 1 ∈M . De aici rezultă succesiv că 2, 4, 8 ∈M .

Apoi 3 =
22 − 20

21 − 20
, 5 =

24 − 20

22 − 20
, 7 =

23 − 20

21 − 20
, 9 =

26 − 20

23 − 20
.

Folosind şi remarca de mai sus, rezultă că 3, 5, 7, 9, 6, 10 ∈M .
Prin urmare, toate numerele mai mici ca 11 sunt ı̂n M .
În continuare vom demonstra că 11 6∈M .

Presupunând că există a, b, c, d ∈ N astfel ca 11 =
2a − 2b

2c − 2d
, ar rezulta că 2a− 2b =

11(2c − 2d). Putem presupune că a > b. Atunci c > d şi 11 = 2b−d · 2a−b − 1

2c−d − 1
.

Trebuie aşadar ca b = d şi 11(2x − 1) = 2y − 1, unde x = c − d, y = a − b
sunt numere naturale nenule. Ultima egalitate conduce la 11 · 2x − 2y = 10. Dacă
x, y ≥ 2, membrul stâng ar fi divizibil cu 4 pe când membrul drept nu este. Rezultă
că x = 1 sau y = 1. Dacă x = 1 rezultă 2y = 12, imposibil, iar dacă y = 1, rezultă
11 · 2x = 12, iarăşi imposibil. Prin urmare, 11 nu aparţine lui M şi este cel mai
mic număr natural cu această proprietate.
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