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Solutia problemei 3, Clasa a Vlll-a
Etapa 6, Editia a Vll-a
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Problema 3. Fie M multimea numerelor naturale care se scriu sub forma
20 — b
5 ol

cua,b,c,d € N.

a) Aratati ca 2016 € M.

b) Aflati cel mai mic numar natural care nu apartine multimii M.

Solutie:
a) Avem 2016 = 3263 = 2°- (26 — 1) = 2!! — 2% deci putem scrie, de exemplu,
11 _ 25

2016 = ST 90 ceea ce arata ca 2016 € M.

b) Vom arata ca cel mai mic numar care nu apartine multimii M este n = 11.
20 _ b 2a+1 _ 2b+1

Evident, daca un numar se scrie k£ = 5 od° atunci 2k = Tocod deci
ke M= 2ke M.
Se verifica usor ca 0,1 € M. De aici rezulta succesiv ca 2,4,8 € M.

22 - 20 24— 20 23 — 20 20 — 20
Apoi 3 = 21_20,5:22_20,7:—21_20,92—23_20.
Folosind si remarca de mai sus, rezulta ca 3,5,7,9,6,10 € M.
Prin urmare, toate numerele mai mici ca 11 sunt in M.

In continuare vom demonstra ca 11 ¢ M.

20 _ 2b
Presupunand ca exista a, b, c,d € N astfel ca 11 = 5 _ga rezulta ca 2% — 2 =
2070 —1
11(2¢ — 2%). Putem presupune ci a > b. Atunci ¢ > d si 11 = 2094 S

Trebuie asadar ca b = d si 11(2* — 1) = 2Y — 1, unde x = c—d, y = a—1»
sunt numere naturale nenule. Ultima egalitate conduce la 11 - 2* — 2Y = 10. Daca
x,y > 2, membrul stang ar fi divizibil cu 4 pe cand membrul drept nu este. Rezulta
cax =1sauy=1. Daca xr = 1 rezulta 2¥ = 12, imposibil, iar daca y = 1, rezulta
11 - 2% = 12, iaragi imposibil. Prin urmare, 11 nu apartine lui M gi este cel mai
mic numar natural cu aceasta proprietate.
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