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Problema 4. Pe tablă sunt scrise numerele de la 1 la 2018. O operaţie constă
din a şterge două numere naturale a ≥ b de pe tablă şi de a scrie pe tablă câtul
ı̂mpărţirii cu rest a lui a la b. După 2017 asemenea operaţii pe tablă rămâne un
singur număr. Arătaţi că pentru orice număr natural n ∈ {1, 2, 3, . . . , 2018}, există
o succesiune de 2017 asemenea operaţii după efectuarea cărora pe tablă să rămână
numărul n.

prelucrare Andrei Eckstein

Soluţie:
Există diverse căi de a alege succesiunea de operaţii. Iată un exemplu de alegere.
• Dacă n ≥ 4 este impar, atunci n = 2k + 1 şi putem ı̂ncepe prin a face operaţiile:
(2, 3) 7→ 1, (4, 5) 7→ 1, . . . , (2k−2, 2k−1) 7→ 1, (2k, 2k+2) 7→ 1, (2k+3, 2k+4) 7→ 1,
. . . , (2017, 2018) 7→ 1. Rămânem pe tablă cu numărul n şi ı̂n rest numai cu numere
de 1. Oricum am face celelalte operaţii, la sfârşit pe tablă rămâne numărul n.
• Dacă n ≥ 4 este par, atunci n = 2k şi putem ı̂ncepe prin a face operaţiile:
(2, 3) 7→ 1, (4, 5) 7→ 1, . . . , (2k − 2, 2k − 1) 7→ 1, (2k + 1, 2k + 2) 7→ 1, . . . ,
(2017, 2018) 7→ 1. Rămânem pe tablă cu numărul n şi ı̂n rest numai cu numere de
1. Oricum am face celelalte operaţii, la sfârşit pe tablă rămâne numărul n.
• Dacă n = 3, putem face operaţiile: (2, 4) 7→ 2, (5, 10) 7→ 2, (6, 7) 7→ 1, (8, 9) 7→ 1,
(11, 12) 7→ 1, . . . , (2017, 2018) 7→ 1, apoi (2, 2) 7→ 1. Rămânem pe tablă cu
numărul 3 şi ı̂n rest numai cu numere de 1. Oricum am face celelalte operaţii, la
sfârşit pe tablă rămâne numărul 3.
• Dacă n = 2, putem face operaţiile (3, 4) 7→ 1, (5, 6) 7→ 1, . . . , (2017, 2018) 7→ 1.
Rămânem pe tablă cu numărul 2 şi ı̂n rest numai cu numere de 1. Oricum am face
celelalte operaţii, la sfârşit pe tablă rămâne numărul 2.
• Dacă n = 1, putem face operaţiile (3, 6) 7→ 2, (4, 5) 7→ 1, (7, 8) 7→ 1, . . . ,
(2017, 2018) 7→ 1, apoi (2, 2) 7→ 1. Rămânem numai cu cifre 1 pe tablă. La final,
pe tablă rămâne numărul 1.
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