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Problema 2. Determinaţi numerele ı̂ntregi x, y, z care verifică relaţiile:

x2 + 6 = 5y, y2 + 6 = 5z, z2 + 6 = 5x.

Andrei Eckstein

Soluţia 1:
Fie x, y, z numere ı̂ntregi care verifică relaţiile din enunţ. Sumând relaţiile, obţinem
x2+y2+z2+18 = 5x+5y+5z, adică (x2−5x+6)+(y2−5y+6)+(z2−5z+6) = 0.
Dar x2 − 5x + 6 = x2 − 2x − 3x + 6 = x(x − 2) − 3(x − 2) = (x − 2)(x − 3) ≥ 0
pentru că numerele ı̂ntregi consecutive x− 3 şi x− 2 nu pot avea semne contrare.
Relaţia obţinută se scrie

(x− 3)(x− 2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (y − 3)(y − 2)︸ ︷︷ ︸
≥0

+ (z − 3)(z − 2)︸ ︷︷ ︸
≥0

= 0.

Această egalitate poate avea loc numai dacă fiecare termen este egal cu 0, deci
dacă x, y, z ∈ {2, 3}.
• Dacă x = 2, din relaţia x2 + 6 = 5y obţinem y = 2, apoi din y2 + 6 = 5z obţinem
z = 2. Cum şi ultima ecuaţie este verificată, x = y = z = 2 este o primă soluţie a
problemei.
• Dacă x = 3, din relaţia x2 + 6 = 5y obţinem y = 3, apoi din y2 + 6 = 5z obţinem
z = 3. Cum şi ultima ecuaţie este verificată, x = y = z = 3 este o a doua soluţie a
problemei.

În concluzie, problema are două soluţii: x = y = z = 2 şi x = y = z = 3.

Soluţia 2:
Fie x, y, z numere ı̂ntregi care verifică relaţiile din enunţ. Sumând relaţiile, obţinem
x2+y2+z2+18 = 5x+5y+5z, adică 4x2+4y2+4z2−20x−20y−20z+72 = 0, sau
(2x−5)2+(2y−5)2+(2z−5)2 = 3. Rezultă că (2x−5)2 = (2y−5)2 = (2z−5)2 = 1,
deci x, y, z ∈ {2, 3}. Revenind la ecuaţiile din enunţ, ı̂n cazul x = 2 obţinem
y = z = 2, iar ı̂n cazul x = 3 obţinem y = z = 3. Aşadar problema are două
soluţii: x = y = z = 2 şi x = y = z = 3.
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