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P3. Fie a ∈ R oarecare şi (xn)n≥1 şirul definit prin

x1 = a şi exn+1 + xn+1 = xn + 1, (∀)n ≥ 1.

Studiaţi convergenţa şirului (yn)n≥1, yn = x1 + x2 + x3 + . . . + xn, (∀)n ≥ 1.

R: Fie f : R −→ R, f(x) = ex−1+x. Funcţia f este strict crescǎtoare ca sumǎ de funcţii strict crescǎtoare,
este continuǎ şi derivabilǎ, cu derivata nenulǎ, şi cum lim

x−→−∞
f(x) = −∞ şi lim

x−→∞
f(x) =∞, rezultǎ cǎ

f este bijectivǎ.
Fie g : R −→ R inversa funcţiei f . Atnci g este bijectivǎ, strict crescǎtoare, continuǎ şi derivabilǎ, cu
g′(x) = 1

f ′(g(x)) , (∀)x ∈ R, şi g(xn) = xn+1, (∀)n ≥ 1. Cum |g′(x)| = 1
|f ′(g(x))| = 1

1+eg(x) < 1, (∀)x ∈ R,

rezultǎ cǎ pentru orice n ∈ N∗ are loc

|xn+1| = |g(xn)− 0| = |g(xn)− g(0)| = |xn| · |g′(cn)| ≤ |xn| ,

astfel cǎ şirul (xn)n≥1 este mǎrginit. Cum f(0) = g(0) = 0, dacǎ a = 0, atunci xn = 0, (∀)n ≥ 1; dacǎ
a > 0, atunci xn > 0, (∀)n ≥ 1; iar dacǎ a < 0, atunci xn < 0, (∀)n ≥ 1. Rezultǎ cǎ (xn)n≥1 este monoton
şi mǎrginit, deci convergent la o limitǎ lim

n−→∞
xn = l ∈ [−a, a]. Trecând la limitǎ ı̂n relaţia de recurenţǎ,

obţinem cǎ el = 1, deci l = 0.
Pentru a studia convergenţa şirului (yn)n≥1 folosim criteriul raportului. Avem cǎ

lim
n−→∞

xn+1

xn
= lim

n−→∞

xn+1

exn+1−1+xn+1
= lim

n−→∞

1

1 + exn+1−1
xn+1

=
1

1 + 1
=

1

2
< 1 ,

astfel cǎ şirul (yn)n≥1 este convergent.
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