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La prima vedere, cele patru probleme de mai jos nu au mare lucru ı̂n comun: cel
mult poate faptul cǎ ı̂n fiecare din ele analizarea diferitelor cazuri pare anevoioasǎ.
Vom vedea ı̂nsǎ cǎ ele se pot rezolva cu o aceeaşi idee.

1. Zece vapoare navigheazǎ pe o linie est-vest. Cinci dintre ele pleacǎ din est spre
vest, iar celelalte cinci pleacǎ din vest ı̂nspre est. Cele zece vapoare navigheazǎ
mereu cu o aceeaşi vitezǎ constantǎ. De oridecâte ori douǎ vapoare se ı̂ntâlnesc,
fiecare din ele se ı̂ntoarce şi ı̂şi continuǎ drumul ı̂n sensul contrar. Când toate
vapoarele au ajuns din nou ı̂ntr-un port, câte ı̂ntâlniri ı̂ntre douǎ vapoare au avut
loc?

Concursul ,,Tournament of the Towns”, 2001

2. La o grǎdiniţǎ copiii stau pe un rând cu faţa la educatoare. Aceasta dǎ comanda
,,la stânga”. Copiii se ı̂ntorc, care la stânga, care la dreapta. Apoi, când doi copii
se trezesc faţǎ ı̂n faţǎ, aceştia fac stânga ı̂mprejur. Demonstraţi cǎ dupǎ un timp
copiii stau nemişcaţi.
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3. Un oraş este ı̂nconjurat de un zid circular. 12 gardieni deservesc zidul. La
amiazǎ, fiecare gardian ı̂şi pǎrǎseşte postul şi ı̂ncepe sǎ patruleze ı̂ntr-o anumitǎ
direcţie, cu o vitezǎ cu care iǎr lua exact o orǎ ca sǎ ı̂nconjoare ı̂ntregul oraş.
Când doi gardieni se ı̂ntâlnesc, amândoi fac stânga-̂ımprejur şi ı̂ncep imediat sǎ
patruleze, cu aceeaşi vitezǎ, ı̂n direcţia opusǎ. Arǎtaţi cǎ la miezul nopţii fiecare
gardian se aflǎ din nou la postul sǎu.

4. Un ceas mecanic avea geamul spart. La orele 12:00:00 trei muşte s-au aşezat pe
câte un segment reprezentat de acul orar, minutar, respectiv secundar al ceasului
şi au rǎmas aşezate pe ele la aceeaşi distanţǎ diferitǎ de zero, de centrul discului
determinat de cadranul ceasului. Când poziţiile oricǎror douǎ ace indicatoare co-
incideau, cele 2 muşte aşezate pe ele treceau una ı̂n locul celeilalte. În cazul ı̂n
care coincideau poziţiile la toate cele 3 ace indicatoare, doar muştele de pe acul
orar şi cel secundar ı̂şi schimbau locul. Câte rotaţii complete de forma unui cerc
imaginar generat de mişcarea acului pe care se afla, a efectuat fiecare muscǎ pânǎ
la ora 24:00:00?

Marcel Teleucǎ, Chişinǎu, Concursul ,,La şcoala cu ceas”, Râmnicu Vâlcea, 2011

La prima problemǎ nu ştim ordinea plecǎrii vaselor din porturi, la cea de-a doua
nu cunoaştem cum s-au aliniat copiii dupǎ comanda educatoarei. La cea de-a treia
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problemǎ configuraţia de start este cunoscutǎ, dar apoi este dificilǎ urmǎrirea pas
cu pas a diverselor ı̂ntǎlniri ale acelor. Pentru a putea face luminǎ ı̂n aceste situaţii
complicate va fi convenabil sǎ vedem lucrurile dintr-un alt punct de vedere.

La prima problemǎ, dacǎ derulǎm cu ı̂ncetinitorul momentul ı̂ntâlnirii a douǎ
vapoare, vedem mai ı̂ntâi douǎ vapoare identice, V1 care vine de la stânga şi
V2 care vine de la dreapta, care se apropie de locul ı̂ntâlnirii. Dupǎ momentul
ı̂ntâlnirii vedem douǎ vapoare care se ı̂ndepǎrteazǎ de locul ı̂ntâlnirii. Ni se spune
cǎ cel care o ia spre stânga este V1, iar cel care o ia la dreapta este V2. Este ı̂nsǎ
esenţialǎ identitatea vapoarelor? Evident nu. Putem aşadar considera cǎ V2 este
cel care pleacǎ ı̂nspre stânga şi V1 este cel care pleacǎ spre dreapta dupǎ ı̂nâlnire,
cu alte cuvinte putem considera cǎ dupǎ ı̂ntâlnire vapoarele ı̂şi continuǎ drumul
fǎrǎ a-şi schimba sensul de parcurs. Acum este uşor sǎ numǎrǎm ı̂ntâlnirile: fiecare
vapor care pleacǎ din est va ı̂ntâlni fiecare vapor care pleacǎ din vest, deci vor fi
5 · 5 = 25 de ı̂ntâlniri.

La problema a doua, la fel, ı̂n loc sǎ spunem cǎ doi copii care se trezesc faţǎ ı̂n
faţǎ fac stânga ı̂mprejur, putem spune cǎ ei ı̂şi schimbǎ locurile ı̂ntre ei fǎrǎ a-şi
schimba orientarea. În loc de doi copii care stau faţǎ ı̂n faţǎ vom avea doi copii
care stau spate ı̂n spate. Acest mod de a vedea lucrurile nu schimbǎ configuraţia
copiilor ci doar identitatea acestora, lucru neesenţial, exact ca ı̂n problema prece-
dentǎ. Privind astfel problema, este clar cǎ fiecare copil poate face doar un numǎr
finit de paşi, prin urmare numǎrul total de schimbǎri de poziţie este şi el finit.

La problema 3 putem mai ı̂ntâi considera, pierzând din vedere identitatea gardi-
enilor, cǎ atunci când doi gardieni se ı̂ntâlnesc, ei ı̂şi continuǎ mersul ı̂n aceeaşi
direcţie. Atunci, dupǎ o orǎ, fiecare gardian va ajunge ı̂ntr-un anumit post, nu
neapǎrat cel ı̂n care se afla iniţial.
Pe de altǎ parte, de astǎ datǎ urmǎrind identitatea gardienilor, observǎm cǎ or-
dinea gardienilor pe zid nu se poate modifica. Astfel, dacǎ dupǎ o orǎ un gardian a
ajuns ı̂ntr-o poziţie situatǎ cu k posturi mai la dreapta ı̂n sensul acelor de ceasor-
nic, atunci dupǎ cmmmc(12, k) fiecare gardian se va fi ı̂ntors la propriul sǎu post,
deci dupǎ cel mult 12 ore fiecare gardian s-a ı̂ntors la postul sǎu iniţial.

La problema 4: ı̂n decursul celor 12 ore orarul face un tur, minutarul 12 ture, iar
secundarul 720 de ture. În total muştele fac 733 de ture. Sǎ privim iarǎşi ce se
ı̂ntâmplǎ când o muscǎ M2 ajunge din urmǎ o altǎ muscǎ M1. Ordinea acelor
se schimbǎ dar cea a muştelor nu: musca M2 rǎmâne mereu ı̂n urma muştei M1.
Asta ı̂nseamnǎ cǎ ı̂ntre muşte nu existǎ depǎşiri: mai ı̂ntâi ı̂ncheie o turǎ musca
aflatǎ iniţial pe secundar, apoi terminǎ tura musca aflatǎ iniţial pe minutar, apoi
terminǎ o primǎ turǎ şi musca aflatǎ iniţial pe orar. Urmeazǎ iarǎşi prima muscǎ,
a doua muscǎ, a treia muscǎ, etc. În final prima muscǎ va face 245 de ture, a doua
muscǎ 244 de ture iar ultima muscǎ tot 244 de ture.
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Situaţia ı̂ntâlnitǎ ı̂n cele trei probleme de mai sus este asemǎnǎtoare celei din
ciocnirea perfect elasticǎ (fǎrǎ pierdere de energie) dintre douǎ bile identice: dupǎ
ciocnire bila a doua va prelua viteza bilei 1, iar bila 1 viteza bilei 2.
Aparent bilele ı̂şi schimbǎ identitatea.
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