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Problema 3. Gasiti toate functiile f,g:N — N care verifica egalitatea

f(m)-f(n)=(m-n)(g(m)+g(n)),
pentru orice m,ne N.
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Solutie.
Vom folosi urmatoarele notatii: f (0)=a, g(0)=b si g(1)=c.Atunci avem

f(m)-a=m(g(m)+b), de unde rezultd f(m)=a-+mg(m)+mb, pentru orice meN, (1)
deci f(m)-f(n)=mg(m)-ng(n)+mb—nb. Inlocuind in relatia din enunt, obtinem
mg(m)—ng(n)+mb—nb=mg(m)+mg(n)-ng(m)-ng(n), de unde deducem ci are loc
egalitatea mb—nb=mg(n)—ng(m) pentru orice mneN. Ficand aici n=1, obtinem
mb—b=mc—g(m),adici g(m)=mc—mb+b.

Din (1) obtinem f(m)=a+mb+m(mc—mb+b)=(c—b)m*+2bm+a, deci

f(x)=dx*+2bx+a si g(x)=dx+b, (2)

pentru orice Xe N, unde d =c—b.

Avem d e N deoarece, in caz contrar, are loc c<b, deci b—c>0. Cum g(x)eN,
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rezultd cd (b—c)x<b,adicd x < e pentru orice X € N, absurd!
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Se verifica usor ca functiile din (2) verifica conditiile din enunt.
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