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1. INTRODUCERE

Aceasta prezentare, insotitd de comentarii asupra celei de a 17-a jBMO
(Balcaniada de Matematica pentru juniori), Antalya — Turcia, 21-26 iunie
2013, este, dupi conventia general acceptatii, opinia personald a autorului.!

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. JBMO (23.06.2013 — PATRU PROBLEME)

Subiectul (1). Determinati toate perechile ordonate de numere naturale

ath—1 bPa+1 ¢ simult
1 sunt srmuitan numere
a+1 1

nenule (a;.b) pentru care numerele

naturale nenule.
SERBIA

Solutie. In modul cel mai direct, si evident cel indicat pentru a simplifica
expresiile divizate, avem

ab—1=(a+1)ba®—a+1)—(b+1),

bat+1=(0b—1a®+b+1)+ (a+1),
de unde rezulta ca avem nevoie de a+1|b+1sib—1]|a+ 1. Prin urmare
b—1|b+1,decib—1](b+1)—(b—1) =2, posibil doar pentru b = 2,
de unde a = 2, sau pentru b = 3, de unde a = 1 sau a = 3. Agadar toate
solutiile naturale nenule sunt date de ’ (a,b) € {(2,2),(1,3),(3,3)} ‘ O

Remarca. O problema absolut banala; e adevarat ca trebuie sa apara in
concurs si probleme ugoare, dar aceasta, pe langa completa trivialitate, nu
spune nici mai nimica. Nici ca subiect de extemporal nu e potrivita (zic).

Subiectul (2). Fie ABC un triunghi ascutitunghic cu AB < AC gi fic O
centrul cercului sau circumscris w. Fie D un punct pe segmentul [(BC)]

astfel incat BAD = CAO. Fie E dl doilea punct de intersectie a cercului w
cu dreapta AD. Daca M, N si P sunt mijloacele segmentelor [BE], [OD]
g1 respectiv [AC], demonstrali ca punctele M, N si P sunt coliniare.

MACEDONIA

1Subiecte, solutii oficiale gi rezultate complete la http://jbmo2013. tubitak.gov.tr/
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Solutie. Problema se reduce la o configuratie clasica, daca se observa ca
ortocentrul H al triunghiului ABC' se afla pe AD (adica AD este inaltimea
din A). Intr-adevir, nu este necesard prestiinta faptului ¢ inltimea din A
si dreapta OA sunt izogonale relativ la unghiul A; aceasta rezultda imediat
din faptul ca unghiurile facute cu AB, respectiv AC, sunt complementare
cu unghiul B.

Acum, stim ca DH = DFE, deci M D este linie mijlocie 1n triunghiul FBH,
agadar paralela si egala cu jumatate din BH. Pe de alta parte, considerand
punctul A’ diametral opus pe w fata de A, OP este linie mijlocie in triunghiul
ACA’, agadar paraleld si egald cu jumatate din CA’. Dar CA' = BE = BH,
si, in plus, C A’ este paralela cu BH, caci /BCA' = /CBE = Z/CBH.

Prin urmare, M D i OP sunt paralele si egale, deci patrulaterul M D PO
este paralelogram. Cum punctul N este mijlocul diagonalei OD, el va fi i
mijlocul diagonalei M P, deci coliniar cu punctele M gi P. ([

Solutie Analitica. Mi s-a parut si caraghios, §i instructiv, sa prezint si solutia
ce urmeaza (valabila in cazuri cronice de lipsa de inspiratie). Ea va avea
si alte consecinte, asupra relevantei conditiilor din enunt, dupa cum se va
vedea mai jos.

Alegem sistemul de coordonate xQOy astfel incat sa avem
0(0,0), A(a,u), B(=b,v),C(b,v), A'(—a, —u).
Din faptul cd& ZBAD = ZCAO, adicd ZBAE = ZCAA', rezulta E(a, —u)
(adici AD L BC), deci D(a,v). Dar atunci M <“ —bv- “) N (“ “),

2 2 22
voov—u
a+b utv . 2 9 u o
P ( 5 g ) Panta dreptei M N este v e b T iar panta
2 2
u+v v
dreptei NP este % = %; cum se vede ca ele coincid, coliniaritatea
22

este demonstrata.

Se observa acum usor ceea ce banuiam Inca de la Inceput, anume ca
AB < AC este o conditie inutila (nici macar cazul isoscel nu produce vreo
porzitie degenerata). Nici cerinta AABC ascutitunghic nu este necesara (este
adevarat, apar cateva cazuri degenerate, dar acestea nu fac altceva decat sa
sporeasca bogatia de configuratii; de asemenea, punctul D va putea deveni
exterior laturii BC'). Este ciudata alegerea juriului de a accepta aceste
conditii irelevante; doar pentru a evita complicatiile !7! O

Remarca. Reducerea la o configuratie cunoscuta, dar foarte importanta in
geometria triunghiului, nu este chiar rea. lata o problema ugoara, dar mai
eleganta (in comparatie cu Subiectul 1). Cum geometria sintetica este inca
o componenta principala in educatia matematica a juniorilor, orice astfel de
problema este chiar binevenita (mai putin observatia critica de mai sus).

2 2
Subiectul (3). Ardtati ca a+2b+——) |b+2a+—| > 16,
a+1 b+1

pentru oricare numere reale pozitive a si b cu proprietatea ab > 1.

SERBIA
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Solutie. O, sancta simplicitas! Primul pas luat este eliminarea termenilor

2 1
”inconvenienti”. Din inegalitatea mediilor avem P + ot > 2. Asgadar
a
2 4b 2 b+4
a-+2b+ Za+ +3,§iinmodsimilarb+2a+ > + a—|—3.
a+1 2 b+1 2

Dar printr-o banala dezvoltare
(a+4b+3)(b+4a+3)=(a+b*+3(a+b)(a+b+2)+9ab+a+b+1),
gicum ab>1,deunde gsia+b> 2v/ab > 2, rezulta

(a+4b+3)(b+4a+3)>2"+3-2(2+2) +9(1+2+1) = 64,
exact ceea ce era trebuincios.

Egalitate se obtine (in mod evident) daca si numai daca a =b=1. O

Remarca. Nu sunt oricum mare amator de inegalitati; si aceasta nu face
exceptie — forma urata, restrictie ciudata, lipsita de miez gi consecinta; un
exercitiu (futil) de aplicare de tehnici dobandite. O multitudine de alte
metode (aproape oricare) pot conduce la succes, dar solutia de mai sus
captureaza, cred eu, cel mai bine trivialitatea rezultatului cerut.

Subiectul (4). Fien un numdr natural nenul. Doi jucdtori, Alina si Buld?
joaca urmatorul joc:

e Alina alege n numere reale, nu neaparat distincte.
e Alina scrie pe o foaie de hartie toate sumele obtinute adunand cdte doud
. . A o . . y Coonn—1
dintre cele n numere $i-i inmaneaza foaia lui Buld (existd (2) astfel
de sume, nu neaparat distincte).
e Bula castiga daca determinda corect, dintr-o singura incercare, toate cele
n numere alese inifial de Alina.

Poate fi Bula sigur cd va castiga in urmatoarele cazuri?
a.n=5 b.n=6 c. n=28.

Justificati raspunsurile.

[De exemplu, cind n = 4, Alina poate alege numerele 1,5,7 $i 9. care au
aceleasi sume pe in perechi ca st numerele 2,4,6 si 10, prin urmare, Bula
nu poate fi sigur cd va cdstiga jocul.]

BuLGARIA

Solutie. O celebrata teorema a d-lor J. L. SELFRIDGE si E. G. STRAUS
(sugerata de o intrebare a lui L. MOSER) afirma

Teorema. Fiind date doua liste diferite de numere intregi pozitive (nu
neaparat distincte ca valori), A = (a1,a2,...,a,) si B = (b1,ba,...,by),

n(n —1)
2

cu multiplicitatea sa) ale sumelor a;+a;, si familia corespunzatoare de valori
ale sumelor b; + bj, cu 1 < i < j < n, pot coincide numai daca n este o
putere a lui 2.

atunci familia celor valori (nu neaparat distincte, fiecare aparand

2Mi-am luat libertatea de a schimba numele din versiunea in limba roman al baiatului
(Bogdan), cu un apelativ mai neaos ... ®
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Demonstratie. O bijuterie (a autorilor) de aplicare de metode algebrice
intr-o problema combinatoricid. Formam expresiile polinomiale (folosite in
ce urmeaza intr- un fel ca functii generatoare exponentiale pentru sumele de

valori) g x% si g(x E 2% gi calculdm
k=1
§ : xaz—l—a] _§ :IQCLk +2 § : xaﬁ—a] _ ($2)+2 § : xai‘i‘flj’
1<4,5<n 1<i<j<n 1<i<j<n
E 2 J—E:L“Qb’“—{—2g J—g +2E
1<i,j<n 1<i<j<n 1<i<j<n
Dar din ipoteza avem g 2%t = g 2t deci
1<i<j<n 1<i<j<n

f(@)? = g(x)? = f(2?) - g(a?).
Desigur, f(1) = g(1) =n, deci x — 1| f(x) — g(x), iar f(1)+ g(1) = 2n. Fie
atunci f(z) — g(x) = (x — 1)™h(x), unde m > 1 gi x — 11 h(x). Vom avea

(¢® = 1)"h(z?) = f(2*) = g(z®) = (f(x) +9())(f(2) — g(2)) = (f(2) +g(2)) (@ —1)"h(x),

) -
de unde (z + 1)™h(2?) = (f(z) + g(x))h(x). Pentru z = 1 obtinem atunci
2mh(1) = 2nh(1), si deci n = 2™~ (putem simplifica, deoarece x — 11 h(x)
forteaza h(1) # 0). [ |

Ceea ce urmeaza se doreste o argumentare completa pentru forta deplina
a teoremei, cu liste de numere reale. Nu va speriati, este ca un paragraf cu
asterisc, rezervat celor mai asidui cititori, si de aceea a gi fost trimis intr-o
not# de subsol.?

a. b. Drept consecinta a teoremei de mai sus, sumele perechilor de numere
determina in mod unic acele numere, caci n = 5,6 nu este putere a lui 2.
Desigur, coordonatorii nu se asteapta la aceasta argumentare — sunt curios
insa de a sti cate puncte ar fi obtinut ... Nu ma intereseaza neaparat solutia
”copilareasca”, oricat de ingenioasa ar fi, avuta in vedere in barem. Sa zicem,
pentru punctul a., ca numerele alese ar fi a < b < ¢ < d < e. Atunci sumele
se pot partial ordona a+b<a+c<a+d<a+e<b+e<c+e<d+e,
cu cele trei ramase, b+ ¢ < b+ d < ¢+ d, undeva pe la mijloc. O diagrama
HASSE poate fi utila in vizualizarea acestei relatii de ordine (partiala).

3 *Voi extinde teorema la sisteme de numere reale. Pentru inceput, este clar ca daca
perechea (A, B) satisface, la fel satisface si (hA + t,hB + t), cu h # 0 (putem aplica
translatii si omotetii). Aceastd observatie banald extinde imediat teorema la Z (putem
lua t > —min (AU B), h = 1), si apoi la Q (putem lua h # 0 astfel incat h (AU B) C Z).
Pentru a merge mai departe, fie T' subspatiul vectorial al lui R/Q generat de numerele
a1,a2,...,an,b1,b2,...,bn, si care este evident de dimensiune finitd (cel mult 2n). Alegem
o bazd B a lui, si atunci numerele noastre se scriu in mod unic drept a; = Z Aibb,

beB
respectiv b; = Z 14,60, pentru toti 1 < 4,5 < n, cu coeficientii A;p §i ptj,5 rationali. Dar
beB
atunci coincidene‘ga intre sumele de perechi a; 4+ a; si b; + b; se traduce in acelasi lucru,

pentru perechile de liste Ay, = (A1,p, A2,y -5 Anp) $1 By = (11,6, 42,6, - - -, fnb), Pentru
fiecare b € B, si problema a fost redusa de la numere reale la numere rationale. Exista
si alte metode, mai elementare, folosind din plin invarianta proprietatii la translatii si
omotetii. Este de mentionat ca rezultatele de mai sus sunt inrudite si cu reprezentarile,
si sumele de puteri din teorema TARRY-ESCOT-PROUHET.
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Suma tuturor numerelor este cunoscuta, fiind de 4 ori mai mica decéat
suma tuturor perechilor; apoi se compara valorile cunoscute, si se pot scade
in mod corespunzator. Metoda este desigur chiar ceva mai complicata la
punctul b., si evident, nu poate fi generalizata pentru numere mari, cum ar
fi n = 2013, ha, ha (de altfel, chiar n = 7 a fost in mod subtil evitat).

Mai trista este insa lipsa oricarui comentariu, despre tocmai acest caz
general; daca tot facem concursuri, ar fi bine sa si educam putin, daca nu
chiar s ne educam putin ... Ar fi fost poate de dorit sa se fi facut si cerinta
de a obtine (in mod controlat) un model general, decat doar unul pentru
valoarea particulara 8, care poate fi, in oaregicare masura, chiar ghicit (prin
incercari).

c. Exemplul dat in enunt pentru a intelege mai bine problema poate fi
folosit cu succes pentru a exhiba un astfel de model pentru n = 8 = 23. In
general, dacd avem un astfel de model A, B,, pentru n (desigur, o putere
a lui 2), atunci putem crea un model As,, By, in felul urmator — alegand
o translatie ¢ # 0 oarecare (sa zicem, suficient de mare pentru a nu crea
duplicate, desi aceasta restrictie nu este absolut necesara)

Aoy = A, U (t+ By), Bap =B, U (t+ Ay).

Sumelor a;+a; corespund sumele b; +b;; sumelor (t+4b;)+ (t+b;) corespund
sumele (t+a;)+(t+a;); iar sumelor a;+(t+b;) corespund sumele b;+(t+a;).

Modelul A4 = (1,5,7,9) si By = (2,4,6,10), prezentat in enunt, pentru
n = 4 este chiar el de fapt obtinut din Ay = (1,5) si B2 = (2,4), pentru ¢t = 5.
Putem obtine As = (1,5,7,9,12, 14, 16, 20) si Bs = (2,4, 6, 10,11, 15,17, 19),
pentru t = 10. Mai elegante sunt modelele

AQ == (174)7 BQ - (273)7
Ay =(1,4,6,7), Bs=(2,3,5,8), pentru t = 4;
As =(1,4,6,7,10,11,13,16), Bs = (2,3,5,8,9,12,14,15), pentru ¢t = 8.

Si evident, putem continua inductiv construirea de astfel de modele, pe
aceeagi linie de gandire, pentru orice putere a lui 2. [l

Remarca. Am cam spus tot ce trebuia pe parcursul solutiei; problema a
avut un impact major asupra clasamentului final. Sa amintesc totusi ca pe
AoPS acest subiect este tratat copios, intr-o multitudine de postari, unele
foarte timpurii. Merita trecute in revista.

3. INCHEIERE

Ca de obicei, site-ul oficial, degi extrem de elegant construit, cu navigare
usoara, si continut logistic complet, isi face un mare deserviciu prin faptul
ca nu urca subiectele, odata ce concursul a fost incheiat. Este 23 iunie, ora
21:30, si nimic nu apare; ar fi trebuit deja sa fie nu numai subiectele, dar si
solutiile oficiale.* Noroc cu comunitatea de useri de pe AoPS (mathlinks)!
unde problemele au aparut imediat ce au fost disponibile, si au inceput
sa "curgd” si solutii ... Din fericire, participantii au acces la solutiile pe
care liderii de echipa le-au primit dupa ce subiectele au fost alese, si le pot
consulta in voie. Sa speram ca rezultatele vor fi timely. Si au fost!

4n fine, la ora 23:30 au apirut enunturile (in toate limbile tarilor participante), si
solutiile oficiale. Rezultatele au aparut cu repeziciune, pe 24 iunie, ora 22:00. Bravo!
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Este ciudat, si neplacut cum, cu trecerea anilor, dificultatea si valoarea
acestei competitii scade; un paternalism de care ne putem lipsi. Problemele
propuse de Romaéania sunt din ce in ce mai rare, daca nu intr-o completa
disparitie (mi-aduc aminte cu placere de cele propuse de inegalabilul BEBE
PaNarTopoL). Iar cand, intamplator, cate una dintre probleme se preteaza
la o explorare mai aprofundata, vezi problemele 4 — jJBMO 2008 si 2013,
sau problema 3 — jJBMO 2012, solutiile oficiale nu fac niciun efort pentru a
deschide acest drum.

Au participat cele 11 tari membre, precum si 8 tari invitate (printre care,
pentru prima data, Franta si Statele Unite), plus echipa (Turcia-B) a tarii
gazda. Rezultatele echipei noastre la JBMO 2013, Turcia, sunt (felicitari !!!)

Mi

ireea Bucuresti Leader
FIANU
Mari

arus Slatina Deputy
PERIANU
Andrei

ndret Timigoara Observer
ECKSTEIN
Nume ‘ ‘ Scoala Puncte Medalie
Ioan-L i

oan-Laurentiu | v | o\ A Lahovari, Rm. Valcea 39 Aur
PLOSCARU
Teodor-Andrei

cocdor-Andrel IX | ICHB, Bucuresti 34 Aur
ANDRONACHE
Andrei

naret VIII | Colegiul National, Iasi 32 Argint
PASA
Ciprian-Mi

tprian-aireea VII | C.N. T. Vianu, Bucuresti 32 Argint
BONCIOCAT
Cristi

ristian IX | Lic. Teoretic Ovidius, Constanta 30 Argint
TELEANU
Filip-Al d

Hp-AIeXandIt | i1 | Scoala 56, Bucuresti 32 Argint
ION
| Echipa Romaniei | \ | 199/240 [ 1/11 + 9 |

Cateva comentarii finale. Laurentiu Ploscaru a obtinut cel mai mare
scor din concurs (la egalitate cu un localnic) — la mai mare! Toti cei sase
concurenti romani au luat punctaj maxim pe primele trei probleme (ceea
ce arata pregnant gradul lor relativ scazut de dificultate). Prin urmare,
tot concursul, pentru toata lumea, ”a stat” in problema 4 (un singur scor
maxim de 10, si doud de 9; Franta a facut foarte bine aici).

S-au acordat 18 medalii de Aur (39 — 33 puncte, 16%), 27 medalii de
Argint (32 — 26 puncte, 24%), 34 medalii de Bronz (25 — 14 puncte, 30%),
$i 7 mentiuni onorabile, relativ la un total de 114 participanti.

Romaénia a iesit pe primul loc in clasamentul (neoficial) pe natiuni, la
doar 2! puncte de Turcia, urmata indeaproape de (Turcia-B), apoi la distanta
(SUA), Serbia si Bulgaria. De apreciat fair-play-ul tarii gazda.

Reamintesc, toate subiectele, solutiile oficiale gi rezultatele complete pot
fi consultate acum la http://jbmo2013.tubitak.gov.tr/
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