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SOLUTIE Problema 2

Problema 2. Demonstrati ca in orice tetraedru exista cel putin un varf pentru
care cu muchiile care au un capat in respectivul varf se poate forma un triunghi.

din cartea Problems in solid geometry, de V.V.Prasolov si I.LF. Sharygin

Solutie: Fie ABC'D un tetraedru arbitrar. Putem presupune ca lungimea muchiei
AB este mai mare sau egala decat cea a celorlalte muchii.

Presupunand ca nu putem forma un triunghi nici cu muchiile care pleaca din A,
nici cu muchiile care pleaca din B, avem AB > AC'+ AD si BA > BC+ BD, deci,
prin adunare, 2AB > (AC' + AD) + (BC + BD) = (AC + BC) + (AD + BD) >
AB+AB = 2AB, din inegalitatea triughiului aplicata in triunghirile ABC si ABD.
Ultima relatie obtinuta reprezinta o contradictie; prin urmare fie cu muchiile care
pleaca din A, fie cu cele care pleaca din B se poate forma un triunghi.

Comentariu: Este posibil ca tetraedrul sa aiba un singur varf cu proprietatea dorita
(de exemplu o piramida triunghiulara regulata care are inaltimea mult mai mare
decat lungimea laturii bazei). Tetraedrul poate avea doua asemenea varfuri (dati
un exemplu!), trei asemenea varfuri (dati un exemplu!) sau, in mod evident, 4
asemenea varfuri (de exemplu tetraedrul regulat).
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