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Etapa 4, Problema 2

Dac  m ³i n sunt numere naturale date, rezolvaµi în R ecuaµia

3 sinm x+ 4 cosn x = 5.

Laurenµiu Panaitopol, Gazeta Matematic  10/2005

Soluµie.

Dac  m ³i n sunt ambele nule, ecuaµia nu are soluµii.
Dac  m = 0 ³i n este nenul, ecuaµia devine cosn x = 1

2
. Pentru n im-

par, mulµimea soluµiilor este
{
± arccos 1

n√2
+ 2kπ | k ∈ Z

}
, iar pentru

n par, mulµimea soluµiilor este
{
± arccos

(
± 1

n√2

)
+ 2kπ | k ∈ Z

}
.

Dac  n = 0 ³i m este nenul, ecuaµia devine sinm x = 1
3
. Pentru

m impar, mulµimea soluµiilor este
{
(−1)k arcsin 1

n√3
+ kπ | k ∈ Z

}
, iar

pentru n par, mulµimea soluµiilor este
{
± arcsin 1

n√3
+ kπ | k ∈ Z

}
.

În continuare, �e m ³i n numere naturale nenule. Dac  x este soluµie
a ecuaµiei, se observ  c  nu sunt posibile situaµiile |sinx| = 1 sau
|cosx| = 1, prin urmare |sinx| ∈ (0, 1) ³i |cosx| ∈ (0, 1). Avem:

5 = |3 sinm x+ 4 cosn x| ≤ 3 |sinm x|+ 4 |cosn x|
≤ 3 |sinx|+ 4 |cosx| 6

√
32 + 42 = 5.

Toate inegalit µile se transform  în egalit µi; rezult , în mod necesar,
c  m = n = 1, deci ecuaµia dat  nu are soluµii când m ≥ 2 sau n ≥ 2.

Dac  m = n = 1, ecuaµia devine 3 sinx+4 cosx = 5⇔ sin (x+ ϕ) =
1, unde ϕ = arcsin 4

5
. Mulµimea soluµiilor ecuaµiei este, în acest caz,{

π
2
− ϕ+ 2kπ | k ∈ Z

}
.
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