CONCURSUL VIITORI OLIMPICI

editia a VII-a, 20 angust 20014

CLASA A VIII-A

1. Determinati numerele prime p care au proprietatea ca exista m, n numere

) 1 1
naturale nenule astfel incat — = — + —.
p m n

prelucrare a problemei E:14695 din GM. nr. 6-7-8

Solutie: Aratam ca numerele cautate sunt 5 gi numerele prime care dau restul 4 la

impartirea cu 5.
1 1 _1 1 5
Studiem mai intai cazurile p =2, p=3,p=5. Cum —+ —-< -+ -< -, p=2
m n 1 1 2

1
nu are aceasta proprietate. Pentru p = 3, daca m,n > 2 atunci — + — <1 < —,

m o n 3
iar daca m = 1 ar trebui — = 3 n € N* imposibil. Deci nici p = 3 nu
n
are proprietatea din enunt. In fine, pentru p = 5 gasim m = n = 2 astfel ca
1

— = — 4+ —. Pentru p > 5, presupunem ca exista numerele naturale m si n cu
p m n

. . ) 1 . .
proprietatea din enunt. Relatia — = — + — se scrie echivalent bmn = pm + pn,
p m n

adica 25mn — bpm — bpn + p* = p?, care revine la (5m —p)(5n —p) = p?. Deoarece
> = 1 + 1 > l, rezulta bm > p si, analog, bn > p, deci 5m — p i Sn — p trebuie
p m n m

sa fie divizori pozitivi ai lui p?, deci 1, p sau p?. Cazul 5m —p = 5n —p = p duce la
5m = 2p adicd la 5 | p, ceea ce nu se poate. Ramane ca 5m —p =1 i bn —p = p?
(sau invers, nu conteaza). Din prima relatie rezulta ca p = bm — 1 trebuie sa dea
restul 4 la impartirea cu 5.

Reciproc, daca p da restul 4 la impartirea cu 5, din relatiile de mai sus se vede ca

+ . +1 . . .
putem alege m = pT e N gin= % € N*, numere care satisfac relatia
5 1 1
p m n
2. a) Demonstrati ca pentru oricen € N, n > 2, exista k € N* gi ay, ag, ...,a, € N*

astfel incat

(+2) (2 2)-

b) Determinati valorile numarului natural n pentru care ecuatia

(-6 =

are solutii in multimea numerelor naturale nenule.
c) Rezolvati in multimea numerelor naturale nenule ecuatia

()00
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Solutie: a) De exemplu se poate lui k =n — 1 si a; = j. Vom avea ca % . ;é
n—1 n s
‘n—2 n—-1

b) Din 1 < 14+ — < 2, Vo € N* deducem ca putem avea solutii numai cu

ne{2,3,4,5,678).

Pentru n = 2 avem, de exemplu solutia (a,b,c) = (3,4,5); pentru n = 3 avem de
exemplu (a,b,c) = (1,3,8); pentru n = 4 avem (a,b,c) = (1,2,3); pentru n = 5
putem lua (a,b,c) = (1,1,4); pentru n = 6 avem @ = 2, b = ¢ = 1; pentru n = 8,

a=0b=c=1;pentrun =7: daca a = b = c =1 atunci obtinem 8§, iar in caz con-

2 3
trar obtinem cel mult —- - - = = 6. Asadar solutii avem pentrun € {2,3,4,5,6, 8}.

1\ 3

c) Putem presupune a > b > ¢. Observam ca trebuie ca (1 + —) > 2, de unde
c

c<3.

1 1
e Daca ¢ = 1 atunci ar trebui ca <1 + —) (1 + 5) =1, ceea ce este imposibil.
a
4
3

1 1 1\* _ 4

e Daca ¢ = 2 atunci <1+ —) (1 + 5) = —, deci (1 + E) > 3 de unde b < 6.
a

Incercand aceste valori obtinem solutiile (a,b,c) € {(7,6,2),(9,5,2), (15,4,2)}.

1 3 1

1 >3
e Dacd ¢ = 3 atunci | 1+ — 1+5 deci 1+5) 25, de unde b < 4,
a

=5
adica b € {3,4}. Gasim solutiile (a,b,c) = (8,3,3) si (5,4, 3).

3. Pe un cerc sunt scrise 2014 numere, doi de 1 si 2012 de 0. Se poate efectua
urmatoarea operatie: se alege un numar si i se schimba cei doi vecini din 0 in 1 gi
invers. Facand astfel de operatii, putem sa obtinem 2014 de 1 pe cerc?

ViitoriOlimpici.ro, etapa 5, problema 4

Solutie: Solutie: Raspunsul depinde de pozitia celor doua cifre de 1 de pe cerc.
Daca coloram cele 2014 numere, alternativ, in alb si negru, raspunsul este ca daca
cele doua cifre de 1 au aceeasi culoare atunci nu putem face ca toate numerele de
pe cerc sa devina 1, In vreme ce in cazul in care cele doua cifre de 1 au culori
diferite, putem ajunge la configuratia finala dorita.

Daca 1-urile au aceeasi culoare: sa observam ca numarul de 1-uri negre este invari-
ant la o operatie. Orice operatie vizeaza fie doua numere negre fie doua numere
albe. Daca ea vizeaza numere negre, numarul de 1-uri negre poate sa creasca cu 2
(daca se schimba doua 0-uri negre in 1-uri), sa scada cu 2 (daca se schimba doua
1-uri negre in O-uri) sau sa ramana neschimbat daca se schimba un 0 si un 1 intr-un
1 si respectiv un 0. Daca initial 1-urile au aceeasi culoare, atunci avem fie zero fie
doua 1-uri negre, oricum un numar par. Prin urmare numarul de 1-uri negre de

4



pe cerc va fi mereu par. La final, ar trebui sa avem numai 1-uri, in particular 1007
1-uri negre, adica un numar impar. Acest lucru nu este posibil, deci nu putem
ajunge la respectiva configuratie.

Daca 1-urile au culori diferite: sa observam ca putem face cei doi de 1 sa fie vecini.
Intr-adevir, daci initial ei nu sunt vecini, putem alege un 0 vecin cu un 1 si face
operatia. Efectul este ca 1-le se va ,,muta” in pozitia simetrica fata de 0-ul ales.
Repetand aceasta manevra, putem face ca cei doi de 1 sa devina vecini. Celelalte
2012 numere le grupam acum cate 4. In fiecare din cele 503 grupe, alegem, pe
rand, cele doua cifre din mijloc gi facem operatia. Cele doua operatii vor trans-
forma grupa de patru 0-uri in patru de 1. Procedand astfel pentru fiecare grupa,
vom transforma toate numerele de pe cerc in 1-uri.





