
Soluţia problemei 2, Clasa a X-a
Etapa 2, Ediţia a XV-a

Problema 2. Rezolvaţi în mulţimea numerelor reale ecuaţia:

2x+1 = 2[2x] + 22{x}.

* * *

Soluţie. Din inegalitatea mediilor, obţinem:

2x+1 = 2[2x] + 22{x} ⩾ 2 ·
√

2[2x]+2{x}. (1)

Deoarece [2x] + 2{x} = [x] +
[
x + 1

2

]
+ 2{x} =


2x, {x} ∈

[
0,

1
2

)
2x + 1, {x} ∈

[ 1
2 , 1

) ,

din (1) obţinem 2x+1 ⩾ 2 ·
√

2[2x]+2{x} =


2x+1, {x} ∈

[
0,

1
2

)
2

3x+1
2 , {x} ∈

[ 1
2 , 1

) .

Cum 2x+1 < 2
3x+1

2 , nu se poate ca {x} ∈
[ 1

2 , 1
)

, aşadar {x} ∈
[

0,
1
2

)
.

Egalitatea are loc în (1) dacă şi numai dacă [2x] = 2{x}. Dar {x} ∈
[

0,
1
2

)
,

deci [2x] = 2{x} ∈ [0, 1) ∩Z, de unde obţinem că [2x] = 0, adică x ∈
[

0,
1
2

)
.

Ecuaţia devine: 2x+1 = 1 + 22x ⇔
(
2x − 1

)2 = 0 ⇔ x = 0.

Soluţie alternativă: Fie x = k + f , cu k = [x] ∈ Z, f ∈ [0, 1).
Ecuaţia devine: 2k+f+1 = 22k+[2f ] + 22f .

Aplicând inegalitatea mediilor, obţinem:

2k+f+1 = 22k+[2f ] + 22f ⩾ 2
√

22k+[2f ]+2f ⩾ 2 · 2k+f = 2k+f+1.

Rezultă [2f ] = 0 şi 22k+[2f ] = 22f , deci 22k = 22f . Obţinem k = f ∈ [0, 1)∩Z,
deci k = f = 0, aşadar x = 0.
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