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Problema 2.
a) Să se arate că ecuaţia 3([x] + [y] + [z]) + x + y + z = 2015 nu are soluţii ı̂n
mulţimea numerelor reale.
b) Să se arate că ecuaţia 3([x] + [y] + [z]) + x + y + z = 2017 are o infinitate de
soluţii ı̂n mulţimea numerelor reale pozitive.
c) Câte soluţii are ecuaţia 3([x]+[y]+[z])+x+y+z = 2016 ı̂n mulţimea numerelor
reale pozitive?

Andrei Eckstein

Soluţie:
a) Relaţia din enunţ revine la

4([x] + [y] + [z]) + {x}+ {y}+ {z} = 2015,

de unde rezultă că {x} + {y} + {z} ∈ Z. Pe de altă parte, fiecare termen fiind
subunitar, rezultă că {x}+{y}+{z} ∈ {0, 1, 2}. Dar atunci numărul din membrul
stâng dă unul din resturile 0, 1 sau 2 la ı̂mpărţirea cu 4, ı̂n timp ce numărul din
membrul stâng dă restul 3 la ı̂mpărţirea cu 4. Aşadar egalitatea nu poate avea loc,
adică ecuaţia nu are soluţii.

b) Relaţia din enunţ revine la

4([x] + [y] + [z]) + {x}+ {y}+ {z} = 2017,

de unde rezultă că {x}+{y}+{z} ∈ Z. Analizând, ca mai sus, modulo 4, deducem
că {x}+ {y}+ {z} = 1, apoi că [x] + [y] + [z] = 504. Părţile ı̂ntregi le putem alege
ı̂ntr-un număr finit de moduri, ı̂nsă există o infinitate de moduri de a alege părţile
fracţionare. De exemplu, putem alege [x] = 0, [y] = 0, [z] = 504, {x} = a ∈ (0, 1),
{y} = 1 − a şi {z} = 0, ceea ce conduce la familia infinită de soluţii de forma
(a, 1− a, 504), cu a ∈ (0, 1) arbitrar.

c) Relaţia din enunţ revine la

4([x] + [y] + [z]) + {x}+ {y}+ {z} = 2016,

de unde rezultă că {x}+ {y}+ {z} ∈ Z. Analizând modulo 4, deducem că {x}+
{y}+ {z} = 0, adică {x} = {y} = {z} = 0. Aşadar x, y, z ∈ N∗ şi x+ y + z = 504.
Pentru fiecare valoare fixată a lui x, 1 ≤ x ≤ 502, există 503 − x soluţii naturale
ale ecuaţiei y + z = 504 − x (y poate fi 1, 2, . . . , 503 − x). Aşadar ecuaţia are

502 + 501 + 500 + . . . + 3 + 2 + 1 =
502 · 503

2
= 505 · 251 = 126253 soluţii.
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