( Solutia problemei 2, Clasa a Vll-a
Etapa 4, Editia a Vlll-a
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Problema 2.

a) Sa se arate ca ecuatia 3([x] + [y] + [2]) +  + y + z = 2015 nu are solutii in
multimea numerelor reale.

b) Sa se arate ca ecuatia 3([z] + [y] + [2]) + x + y + z = 2017 are o infinitate de
solutii in multimea numerelor reale pozitive.

c) Cate solutii are ecuatia 3([z]+ [y]+[2]) + +y+ 2z = 2016 In multimea numerelor
reale pozitive?

Andrei Eckstein

Solutie:
a) Relatia din enunt revine la

Ale] + [yl + [=) + {o} + {y} + {2} = 2015,

de unde rezulta ca {z} + {y} + {#} € Z. Pe de alta parte, fiecare termen fiind
subunitar, rezulta ca {z} +{y}+{z} € {0,1,2}. Dar atunci numarul din membrul
stang da unul din resturile 0, 1 sau 2 la impartirea cu 4, in timp ce numarul din
membrul stang da restul 3 la impartirea cu 4. Asadar egalitatea nu poate avea loc,
adica ecuatia nu are solutii.

b) Relatia din enunt, revine la
A[z] + [y] + [2]) + {z} + {y} +{z} = 2017,

de unde rezulta ca {z}+{y}+{z} € Z. Analizand, ca mai sus, modulo 4, deducem
ca{z}+{y}+{z} =1, apoi ca [z] + [y] + [z] = 504. Partile intregi le putem alege
intr-un numar finit de moduri, insa exista o infinitate de moduri de a alege partile
fractionare. De exemplu, putem alege [z] = 0, [y] =0, [z] =504, {z} =a € (0,1),
{y} =1 —asi{z} =0, ceea ce conduce la familia infinita de solutii de forma
(a, 1 —a, 504), cu a € (0,1) arbitrar.

c) Relatia din enunt revine la
A(lz] + [y] + [2]) + {x} + {y} + {2} = 2016,

de unde rezulta ca {z} + {y} + {2z} € Z. Analizand modulo 4, deducem ca {z} +
{y}+{z} =0, adica {z} = {y} = {2z} = 0. Asadar z,y,2 € N* i z + y + 2z = 504.
Pentru fiecare valoare fixata a lui z, 1 < x < 502, exista 503 — x solutii naturale

ale ecuatiei y + z = 504 — z (y poate fi 1, 2, ..., 503 — x). Asadar ecuatia are
502 - 503 ..
5024501 4+500+...+3+2+1= — = 505 - 251 = 126253 solutii.
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