Solutia problemei 1, Clasa a VllI-a
Etapa 6, Editia a VlI-a
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Problema 1. Demonstrati ca daca a,b,c > 0 sunt numere reale, atunci are loc
inegalitatea

a? b2 2 9

be(b+ ) +ca(c—|—a) +ab(a+b) “2(a+b+c)

. Vasile Peita
Solutie:

Pentru demonstratie se folosesc: inegalitatea lui Bergstrom:

2 2 2 b 2
a_+_+c_zu, Va,b,c,x,y,z>0 (1)
T Y z rT+y+z
dubla inegalitate
b 2
ab+bc+ca§—(a+ +) <at+ b+ (2)

care se demonstreaza ugor (ambele inegalitati revin la (a—b)*+(b—c)*+(c—a)? > 0)
si
(a+b+c)?

be <
Wwe= "oy

(3)

care rezulta din inegalitatea mediilor.

Amplificand fractiile cu a?, b?, respectiv ¢?, obtinem:

a? b? c? B a* bt ct (>1)
be(b+ ) * ca(c+ a) * ab(a+b)  abc(ab + ac) * abe(be + ba) * abe(ca + cb) —
(a+b+c)
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2abc(ab + be + ca) 5 (a+b+c)P (a+b+c)? 18(a+b+ec)d
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Egalitate avem daca si numai daca a = b = c.

Remarca: Pare tentant sa incercam sa aplicam inegalitatea (1) direct:
2 2 2 ) 2 ?
a N b N c S (a+b+c) 2
be(b+c¢)  calc+a) abla+b) — a?b+ a’c+ba+b2c+ ca+ b

Avem

——  deci ar fi suficient sa demonstram inegalitatea marcata cu ,,?”.
2(a+b+c)

Aceasta revine la 2(a + b+ c)® > 9(a?b+ a*c + b?a+ b*c + 2a + ¢*b), care insd este
falsa (de exemplu pentru a = b =1, ¢ = 0,1 ea revine la 18,522 > 19,98, evident
fals).
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Solutie alternativa (,,brute force”):
Se elimina numitorii si, cu notatiile clasice pentru sume Muirhead,

[0, 8,7 =Y a"b°c,

cicl.

inegalitatea din enunt se rescrie echivalent:
[6,0,0] +4[5,1,0] + 2[4,2,0] + 3[4, 1,1] > 7[3,2,1] + 3[2,2, 2],

care este imediat din inegalitatea lui Muirhead.





