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Etapa 1, Problema 4

Folosind doar rigla ³i compasul, determinaµi punctele P ³i Q pe
laturile AB respectiv AC ale unui triunghi dat ABC , astfel încât tri-
unghiul APQ ³i patrulaterul BPQC s  aib  arii egale, iar segmentul
PQ s  aib  lungimea minim  posibil .

***

Soluµie.

Fie x = AP, y = AQ; cum punctele P ³i Q se a�  pe laturile AB
respectiv AC ale triunghiului ABC, avem c  0 ≤ x ≤ c ³i 0 ≤ y ≤ b.
Din SAPQ = 1

2
SABC rezult  c  1

2
xy sinA = 1

4
bc sinA, a³adar 2xy = bc.

În particular, deducem c  c
2
≤ x ≤ c ³i b

2
≤ y ≤ b.

Observ m c 

PQ2 = x2 + y2 − 2xy cosA = (x− y)2 + 2bc sin2 A

2
,

prin urmare minimul lui PQ se atinge odat  cu minimul lui(x− y)2,
deci odat  cu minimul lui | x − y |. Rezult  c  numerele x ³i y, care
au produsul constant, trebuie s  �e cât mai apropiate unul de cel lalt.

În cazul în care b
2
≤ c ≤ 2b, minimul se atinge când x = y =

√
bc
2
.

Dac  b > 2c, minimul se atinge când x = c ³i y = b
2
, iar dac  c > 2b,

minimul se atinge când x = c
2
³i y = b.

Construcµia punctelor P ³i Q prezint  o oarecare di�cultate doar în
prima dintre cele trei situaµii de mai înainte. Putem proceda astfel: pe
o dreapt  d consider m punctele X, Y, Z, în aceast  ordine, astfel încât
XY = b

2
, iar Y Z = c. Not m cu T una dintre intersecµiile cercului de

diametru XZ cu perpendiculara în Y pe dreapta d. (Toate construcµi-
ile descrise pot � efectuate folosind doar rigla ³i compasul.) Cum tri-
unghiul TXZ este dreptunghic în T, din teorema în lµimii urmeaz  c 

TY =
√
XY · Y Z =

√
bc
2
. De aici, determinarea punctelor P ³i Q este

imediat .

Not .

Singurul concurent care a considerat punctele P ³i Q pe laturile
(segmentele) AB ³i AC a fost Cristian Vîntur, Pa³cani; ceilalµi par-
ticipanµi au considerat P ³i Q pe semidreptele (AB respectiv (AC ,
pierzând ultimele dou  cazuri.
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