Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

ViitoriOIimpiCi.rO Editia a IV-a 2012-2013
Etapa 6, Problema 1

Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct in interiorul sau. Paralela prin M la AB
intersecteaza BC Tn D, iar paralela prin M la AC intersecteaza BC in E.

a) Demonstrati ca segmentele MA, MB, MC pot fi laturi ale unui triunghi.

b) Daca BD = x, DE =y, EC =z, aratati ca aria triunghiului determinat la punctul a) este egala

3
cu T(xy+xz +y17).

*k*k

Solutie.

a) Ca in figura, construim si paralela prin M la BC; cele
trei drepte determina pe laturile triunghiului punctele D, E,
F, G, H si I. Din considerente de asemanare, triunghiurile
MDE, MFG si MHI sunt echilaterale si, astfel, fiecare
latura a triunghiului mare se imparte intr-o suma de forma
X+Yy+z (vezi figura)) Folosind teorema cosinusului in
triunghiurile MDB, MFC si MAH , obtinem relatiile: MA= '

=VX*+22+x2, MB= x> +y?+xy si MC =/y?+2°+yz . Y M y

a) Ar trebui sa dovedim ca MC <MB +MA si analoagele. | “x Y b 7 c
Acest lucru se poate realiza prin calcul direct, astfel:

MC < MB +MA < \Jy? + 2%+ yz <AX2 + 2% + X2 +/X2 + Y2 + Xy

<:>y2+22+yz<x2+22+xz+2\/x2+22+xz\/x2+y2+xy+x2+y2+xy

Y7 - X2 Xy —2X2 <23x% + 22 +xz\/x2+ Vi XY .
Dacd membrul stang este strict negativ, inegalitatea este evidenta. In caz contrar, ridicim din nou
la patrat si obtinem echivalent

(yz—xz—xy—2x2)2 <4(x2 +2° +xz)(x2 +y? +xy)

S AX X2y + X227 + Y2z = 2xyPz - 2xyz® - 2xPyz + 4x°y + 4x°z <
<AX* +4X°7+4XP7% + AXPY + AXPYZ + AXYyZ® + AXPYP + Axy*z + 4y°Z?

& 0<3x%2% +6x°yz +6xyz” +3x°y* + 6xy°z +3y°z?,

ultima inegalitatea fiind evident adevarata, intrucat x, y si z sunt strict pozitive.
b) Fie @ masura unghiului opus laturii de lungime MC Tn triunghiul de la a); atunci:

S :%MAMBsina :%MAMB-\/l—cosza =%\/4MA2~MBz—(MA2+I\/IBZ—I\/IC2)2

:%\/4(x2 +7% 4+ XZ)(x2 N xy)—(2x2 _yzexzH Xy)2

= %\/’\’,xzz2 +6x°yz +6xyz® +3x°y* + 6xy°z +3y*z*

1 3
:Z\/B(xy+ yz + zx)2 :T(xy+ XZ+Yz),

ceea ce trebuia demonstrat.
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