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P4. Fie f : R −→ R, f(x) = cos(x) + sin(x
√

2), (∀)x ∈ R. Determinaţi imaginea funcţiei f şi arǎtaţi cǎ
f nu este periodicǎ.

R: Deoarece 2π
√
2

2π =
√

2 6∈ Q, mulţimea {2kπ
√

2− 2lπ| k, l ∈ Z} este densǎ ı̂n R. Existǎ atunci şiruri de
numere ı̂ntregi (k+n )n≥1, (k−n )n≥1, (l+n )n≥1 şi (l−n )n≥1, astfel ı̂ncât∣∣∣2k+n π√2− 2l+n π −

π

2

∣∣∣ < 1

n
, (∀)n ∈ N∗,

respectiv ∣∣∣2k−n π√2− 2l−n π +
π

2

∣∣∣ < 1

n
, (∀)n ∈ N∗.

Atunci

|f(2k+n π)− 2| =
∣∣∣sin(2k+n π

√
2)− sin

(
2l+n π +

π

2

)∣∣∣ < ∣∣∣2k+n π√2− 2l+n π −
π

2

∣∣∣ < 1

n
, (∀)n ∈ N∗,

respectiv

|f(2k−n π) + 2| =
∣∣∣sin(2k−n π

√
2)− sin

(
2l−n π −

π

2

)∣∣∣ < ∣∣∣2k−n π√2− 2l−n π +
π

2

∣∣∣ < 1

n
, (∀)n ∈ N∗.

Cum f este continuǎ, rezultǎ cǎ
(
−2 + 1

n , 2−
1
n

)
⊆ Im(f), (∀)n ∈ N∗ şi deci (−2, 2) ⊆ Im(f).

Deoarece |f(x)| = |cos(x) + sin(x
√

2)| ≤ |cos(x)|+ |sin(x
√

2)| ≤ 1 + 1 = 2, (∀)x ∈ R, avem cǎ Im(f) ⊆
[−2, 2].
Dacǎ 2 ∈ Im(f) =⇒ (∃)x ∈ R : f(x) = 2 =⇒ (∃)k, l ∈ Z : x = 2kπ ∧ x

√
2 = 2lπ + π

2 . Dar atunci
√

2 =
2l+ 1

2

2k ∈ Q ceea ce este absurd. Prin urmare, 2 6∈ Im(f).
Analog, −2 6∈ Im(f). Rezultǎ cǎ Im(f) = (−2, 2).
Sǎ presupunem acum cǎ f ar fi periodicǎ, şi fie T > 0 o perioadǎ a sa. Cum f este derivabilǎ , f ′ şi f ′′

vor fi de asemenea periodice de perioadǎ T :

f(x) = f(x+ T ), (∀)x ∈ R =⇒ f ′(x) = f ′(x+ T ), (∀)x ∈ R =⇒ f ′′(x) = f ′′(x+ T ), (∀)x ∈ R.

Rezultǎ cǎ pentru orice x ∈ R au loc egalitǎţile

(1) cos(x) + sin(x
√

2) = cos(x+ T ) + sin(x
√

2 + T
√

2),

(2) − sin(x) +
√

2cos(x
√

2) = −sin(x+ T ) +
√

2cos(x
√

2 + T
√

2),

(3) − cos(x)− 2sin(x
√

2) = −cos(x+ T )− 2sin(x
√

2 + T
√

2).

Înmulţind relaţia (1) cu 2 şi adunând-o la relaţia (3), obţinem cǎ

cos(x) = cos(x+ T ) , (∀)x ∈ R,

de unde cu ajutorul relaţiei (1) deducem cǎ şi

sin(x
√

2) = sin(x
√

2 + T
√

2) , (∀)x ∈ R.

Dar atunci rezultǎ cǎ existǎ m,n ∈ N∗ cu proprietatea cǎ T = 2mπ şi T
√

2 = 2nπ. Obţinem cǎ

√
2 =

m

n
∈ Q ,

ceea ce este absurd. Presupunerea fǎcutǎ este atunci greşitǎ, deci f nu este periodicǎ.
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