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P4. Fie f: R — R, f(z) = cos(z) + sin(zv/2), (V)z € R. Determinati imaginea functiei f si aratati ca
f nu este periodica.
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R: Deoarece % =2 ¢ Q, multimea {2km/2 — 2ir| k,l € Z} este densa in R. Exista atunci siruri de
numere Intregi (k;})n>1, (k) )n>1, (I5)n>1 81 (4, )n>1, astfel incat

1
’2]6:{#\@—21:[71'—%’ < (V)n € N*,

respectiv

1
‘2k;7r\@72157r+g‘ < (V)n € N*.

Atunci
1
|f(2kiT) —2| = )sin(Zk’;fﬁ\/i) — sin (2l:{7r + g)) < ’2kn+7r\/§— 20t — %) < (V)n € N7,

respectiv

1
F(2hy ) + 2| = [sin(2k; 7V2) — sin (27— = )| < |2k 7vV2 — 2 7+ | < =, (V)n € N*.
n

Cum f este continua, rezultd ca (—2+ L,2 — 1) C Im(f), (V)n € N* si deci (—2,2) C Im(f).

Deoarece | f(x)| = |cos(z) + sin(xv/2)| < |cos(x)| + |sin(zv2)] < 1+ 1 =2, (V)x € R, avem ca Im(f) C
[_272]'

Daca 2 € Im(f) = (Q)z € R: f(z) =2 = (I)k,l € Z : © = 2kr Azv/2 = 2l + 5. Dar atunci

1
V2 = Ql;;f € Q ceea ce este absurd. Prin urmare, 2 ¢ Im(f).

Analog, —2 &€ Im(f). Rezulta ca Im(f) = (—2,2).
S& presupunem acum ca f ar fi periodica, si fie T > 0 o perioada a sa. Cum f este derivabild , f’ gi f”
vor fi de asemenea periodice de perioada T

f@) =fla+T),MzeR= f(z)=f(e+T), M)z e R= f"(z) = f'(x+T),(¥)z € R.
Rezulta ci pentru orice = € R au loc egalititile
(1) cos(x) + sin(xV?2) = cos(x + T) + sin(xv/2 + TV?2),
(2)  — sin(x) + V2cos(xV?2) = —sin(z + T) + V2cos(zV2 + TV?2),

(3)  — cos(z) — 2sin(zV2) = —cos(z + T) — 2sin(zV/2 + TV?2).

Inmultind relatia (1) cu 2 gi adunand-o la relatia (3), obtinem ca
cos(x) =cos(x+T) , (V)xz eR,
de unde cu ajutorul relatiei (1) deducem ca si
sin(zV?2) = sin(zvV2 +TV2) , (V)z € R.

Dar atunci rezulta ca exista m,n € N* cu proprietatea ca T' = 2mm si Tv/2 = 2n7. Obtinem ca
m
\/5 = Z S Q7

ceea ce este absurd. Presupunerea fiacuta este atunci gresita, deci f nu este periodica.
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