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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Etapei Judetene gi a Municipiului Bucuresti a
Olimpiadei de Matematica 2014 reflecta opinia personala a autorului. Ele
sunt addugate la o prezentare selectiva a probelor de concurs.!

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, gi prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. CLASA A V-A
Subiectul (1). Determinati numerele de forma abc care verificd relatia
b-ac = c-ab+ 10.
G.M.-B.

Solutie. Relatia b-ac = c - ab + 10 scriindu-se b(10a + ¢) = ¢(10a + b) + 10,
deci ba = ca+1, vom avea a(b—c) = 1, de unde a = 1 i b = ¢+ 1. Numerele
sunt deci ’ 110, 121,132,143, 154,165,176, 187,198 ‘

Probabil ca problema dorea doar sa verifice daca se stie ce Inseamna
scrierea in baza 10 data de ab...z. Cam subtire ... O

Subiectul (2). Fie M mulfimea numerelor palindrom de forma 5n + 4,
unde n € N. (Un numar natural se numeste palindrom dacd este egal cu
rasturnatul sau. De exemplu, numerele 7, 191, 23532, 3770773 sunt numere
palindrom. )

a) Daca scriem in ordine crescatoare elementele mulfimii M, stabiliti care
este al 50-lea numar scris.

b) Determinati cel mai mic i cel mai mare dintre elementele mulfimii M
care se scriu cu cifre nenule $i au suma cifrelor 2014.

Lipsesc unele probleme, la care nu am vizut interesul de a fi prezentate. Le gisiti pe
toate (postate in timp record — bravo!), ca si rezultatele, la http://ssmr.ro/bareme.
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Solutie. Numerele din M sunt de forma d, ddyds ... drdy ... dad1d, sau inca
ddids . .. dkdk+1dk ...dodid, cud € {4, 9} sikeN.

a) Avem deci 2 numere de o cifra, 2 numere de 2 cifre, 20 de numere de 3
cifre, 20 de numere de 4 cifre; in total 44 pana acum. Al saselea numar de

5 cifre este evident | 40504 |.

b) Pentru a avea un numar mare, trebuie sa folosim cat mai multe cifre.

Raspunsul este deci |4 11...11 4|. Pentru a avea un numar mic, trebuie sa
de 2006 ori

folosim cat mai putine cifre. Raspunsul este deci |9899...9989 |
- —

de 220 ori

Imi cer scuze pentru prezentarea laconica, dar problema nu-mi place. [

Subiectul (3). Se considerd multimea A = {1,3,3%,33,...,329M}. Spunem
ca se realizeaza o partitie a lui A dacd mulfimea A este scrisd ca o reuniune
de submultimi nevide ale sale, disjuncte doud cate doud.

a) Demonstrati ca nu exista o partitie a lui A astfel incat produsul ele-
mentelor fiecarei submultimi din partitie sa fie patrat perfect.

b) Ardatali ca exista o partitie a lui A astfel incit suma elementelor fiecarei
submulfimi din partitie sa fie patrat perfect.

Solutie. a) Produsul elementelor multimii A este 30T1++2014 — 31007-2015

care nu este patrat perfect. Daca o astfel de partitie ar exista, produsul ele-
mentelor lui A ar fi egal cu produsul produselor elementelor claselor partitiei,
care ar fi patrat perfect.

b) Din moment ce 3%¥ 4 32++1 = (2 . 3'“)2 pentru orice k£ natural, putem
exhiba partitia data de dubletoanele {32k ,32k+1} pentru 0 < k£ < 1006 si
singletonul {32014}. Un alt model pare greu (sau chiar imposibil) de dat.

Ar fi fost doar o tara mai taxant dacd se cerea raspunsul la fiecare
intrebare, in loc sa fie oferit. ([

Subiectul (4). Un numar natural de 10 cifre se numeste dichisit daca
cifrele sale apartin multimii {1,2,3} si oricare doud cifre consecutive diferd
prin 1.

a) Ardtati ca un numar dichisit contine in scrierea sa exact 5 cifre de 2.

b) Stabiliti cate numere dichisite exista.

¢) Demonstrati ca suma tuturor numerelor dichisite se divide cu 1408.

Solutie. a) Cifre consecutive au paritate diferita, deci (cum exista doar cifra
para 2) cifra 2 apare de exact cinci ori (alternativ).

b) Structura fiind 2x2x2+2%2% sau *x2%2%2x2+2, unde ”pozitiile” * sunt
ocupate in mod indiscriminat de 1 sau 3, vor exista 2° + 2° = astfel de
numere.

¢) Solutia oficiala propune gruparea eleganta a unui numar ajas - .. ajg cu
1010 —1

10—-1"°

numarul (diferit) (4 — a1)(4 — a2) ... (4 — a1p), cu suma lor fiind 4-
2
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1010 —1
Atunci suma tuturor numerelor va fi 27 - To—1" Avem factorizarea

10" —1 = (10~ 1)(10+1)(10* + 10 + 10 + 10+ 1) (10* — 10> + 10> — 10+ 1)
(e . 7

de unde 27+ <= = 27- 1141 - 271 - 9091, iar 1408 = 27 - 11| (asadar

ceilalti factori sunt irelevanti, si nu trebuiau neaparat calculati).

Alternativ, suma acestor numere poate fi calculatd observand ca, pe
fiecare din cele 10 pozitii ale celor 64 de numere, cifrele 1 gi 3 apar de
16 ori, iar cifra 2 apare de 32 de ori. Atunci suma totala este

9 ; 1010 -1
Pai, altfel decat calculand suma tuturor numerelor, cum oare ajungem
la divizibilitatea ceruta? larasi o Intrebare ”partiald” ... mai bine se cerea
frans calcularea sumei. O

3. CLAasA A VI-a
Subiectul (1). Ardatafi ca:

1N 72\ /5\?
- - = =1
b) 333 + 433 + 533 < 633.
G.M.-B.

Solutie. Ambele puncte sunt bazate pe foarte cunoscuta si usor de verificat
egalitate 33 +43 + 53 = 63. Punctul a) este chiar aceasta relatie, iar punctul
b) provine din faptul ci 233 < 23 pentru orice numir real pozitiv subunitar.

Este caraghioasa folosirea numarului 33. Pe vremea cand eram eu copil,
circula expresia — la doctor — acesta, cu stetoscopul la ureche, te indemna
771 treizecisitrei!”, ca sa te asculte mai bine la plaméani. [l

Subiectul (2). Spunem ca multimea M de cardinaln > 0 are proprietatea P
daca elementele sale sunt numere naturale care au exact 4 divizori .
Notam cu Sy suma tuturor celor 4n divizori ai elementelor unet
astfel de multimi M (suma contine st termeni care se repetd).2

a) Ardtati ca A = {2-37,19-37,29-37} are proprietatea P gi S4 = 2014.
b) In cazul in care o multime B are proprietatea P $i 8 € B, demonstrati
cd Sp # 2014.

Solutie. Numerele naturale avand exact 4 divizori pozitivi sunt de forma p?
(cu divizorii 1,p, p?, p®) sau pq (cu divizorii 1,p, ¢, pq), cu p, ¢ prime.

a) Asadar A are proprietatea P, iar suma celor 12 divizori pozitivi ai
elementelor sale este Sy = (1 +1+1+2+ 19 +29)(1 + 37) = 2014.

2Evident, macar divizorii 1 ai fiecarui numaér.
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b) Solutia oficiala observa ca 1424448 = 15 este numar impar (pentru
8), apoi ca 1+ p + p? + p3 = (1 +p)(1 + p?) este par (pentru p3, impar), si
in fine ca 1 +p+ ¢+ pg = (1+p)(1+ q) este par (pentru pq, dat fiind ca
macar unul dintre p, g este impar).

Dar atunci (din cauza prezentei numarului 8, singurul posibil cu suma
divizorilor sai pozitivi impara) suma Sp va fi impara, deci diferita de 2014
(of, of, nu prea imi place, ca de obicei, deghizarea unui rezultat general intr-o
particularitate irelevanta, dar se pare ca fenomenul este endemic).

Trebuie sa insist, iarasi i iarasi. Divizorii unui numar pot fi i negativi.
Toate definitiile din textele de aritmetica mentioneaza atunci cand lucram
doar cu divizorii pozitivi; vezi

http://en.wikipedia.org/wiki/Arithmetic _function

Asga incat, chiar daca la gcoald sau in clasa acest ”amanunt” este (in mod
gresit) omis, ar trebui sa facem acest (minim) efort, de claritate si precizie.
Nu de alta, dar deprinderile bune trebuie capatate din timp. O

Subiectul (4). Determinati numerele naturale a pentru care existda exact

2014 numere naturale b care verifica relatia 2 < % < 5.
Solutie. Relatia se scrie 2a < 10b < 5a, deci trebuie gasite numerele naturale

a pentru care in intervalul [2a,5a] se afld exact 2014 multipli de 10. Prin

2a — 1
urmare trebuie sa avem {MJ — { al() J = 2014. Verifica doar numerele

10

] 6710,6712,6713 \.

Punctajele obtinute aici (doi de 7, cate un 6 gi 5) sunt putin de neinteles;
problema nu este atat de grea, decat doar daca formula de calcul a numarului
multiplilor este mai putin cunoscuta. O

4. CLAsA A VII-A

Subiectul (1). a) Aratali ca pentru orice numere reale a $i b are loc relatia:

(a®> +1)(b? +1) +50 > 2(2a + 1)(3b + 1).

b) Determinati numerele naturale n §i p care verifica relatia:

(4 1)(p> + 1) +45=2(2n + 1)(3p + 1).
Solutie. Un exercitiu in factorizare gi/sau grupare de termeni. a) Grupam
(a®+1)(b*+1)+50 —2(2a+1)(3b+1) = (ab—6)>+ (a—2)> + (b—3)2 > 0,
cu egalitate pentru a =2 si b = 3.

b) Folosind punctul a), grupam
(n?+1)(p* +1) +45-2(2n+1)(3p+1) = (np—6)>+ (n—2)* + (p—3)* -5,

deci cele trei patrate perfecte trebuind a fi 0, 1 si 4, o analiza rapida duce
la solutiile | (n, p) € {(2,2), (2,4)} |
4
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Este induiosatoare folosirea literelor n,p in loc de mai obignuitele m,n;
probabil pentru a evita confuziile posibile in scrierea de mana a literelor
m,n. Merge ... [l

Subiectul (2). Fie numerele reale a,b, c astfel incat:

la—bl = |c|, [b—c| 2 lal, |c—al = [b].
Ardatati ca unul dintre numerele a,b, c este suma celorlalte doud.
Solutie. Solutia elegantd (prima dintre solutiile oficiale) este sa ridicam la
patrat relatiile date, iar apoi, factorizand si inmultind intre ele noile relatii
obtinute, sa ajungem la

((a+bfc)(b+cfa)(c+afb))2 <0,

de unde (macar) unul dintre factori trebuie sa fie nul. Alternativ, asuméand
o ordine anume Intre numerele a, b si ¢, putem explicita indeajuns modulii
pentru a obtine rezultatul dorit (aceasta metoda furnizeaza chiar mai multe
informatii, de exemplu faptul ca (cel putin) unul dintre produsele ab, be, ca
este mai mic sau egal cu 0). g

Subiectul (3). Se considerd triunghiul ABC in care mdsura unghiului A
este 135°. Perpendiculara in A pe dreapta AB intersecteazd latura [BC| in
punctul D, iar bisectoarea unghiului B intersecteaza latura [AC| in punctul
E. Determinati masura unghiului ZBED.

G.M.-B.

Solutie. Avem relatia ZAEB+ /ABE = 180° — 135° = 45°, si de asemenea
1
/LABD + ZADB = 180° — 90° = 90°. Deoarece ZABE = QZABD, rezulta

1
/AEB = §4ADB . Notand cu I centrul cercului inscris in AABD, rezulta
ca LAEI = ZADI, deci patrulaterul AEDI este inscriptibil, prin urmare

ZIED = /IAD =[45°].

Solutia oficiala contine o mica eroare, care trebuie semnalata. Ea ajunge

la ANABI ~ ADBE, dar corect este ; conventia de scriere
a asemanarii a doua triunghiuri obliga ordinea varfurilor in corespondenta
de asemanare. ([l

5. CLAasAa A VIII-A

Subiectul (2). Pentru fiecare numar natural nenul n se noteaza cu p(n) cel
mai mare patrat perfect cel mult egal cu n.

a) Determinati numarul perechilor de numere naturale nenule (m,n), cu
m < n, pentru care
p(2m + 1)-p(2n + 1) = 400.

1
b) Determinati multimea {n € N* | n <100 gi p(n(+) ) ¢ N}.
p(n
5
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Solutie. Cu alte cuvinte p(n) = |v/n]?. a) Avand 400 = 2* - 52, rezulta ca
|v2m + 1] € {1,2,4}, si corespunzator [v/2n + 1] € {20,10,5}. Numarul
m apartine deci multimilor {1},{2,3},{8,9,10,11}, respectiv n apartine
multimilor {200, 201, ...,219}, {50,51,...,59},{12,13,14, 15,16, 17}, si deci
numérul perechilor (m,n) este 1-2042-10 +4 -6 =[64]

Solutia oficiala este complet data peste cap, calculand — cu greseli —
pentru p(2m — 1)p(2n — 1) = 400, si ajungand la rezultatul eronat . Ma
intreb cum s-a facut corectura?

b) Avem p(n) # p(n + 1) daca si numai daca 1 < n + 1 = m? este patrat

. . p(n+1) m? S -

perfect, si atunci = ¢ N, mai putin cand m = 2, adica
p(n) (m—1)?

n = 3. Prin urmare multimea ceruta este cea a numerelor cu 1 mai putin

{8,15,24,35,48,63,80,99}y

Si aici solutia oficiala prezinta o (benigna) eroare, facand confuzia de
notatie intre p(n + 1) si \/p(n + 1). O

decat un patrat perfect intre 9 si 100, adica

Subiectul (4). Fie n > 2 un numdar natural.
Determinati multimea valorilor pe care le poate lua suma

S=|zo—x1] + |23 — 22| + -+ + [Tn — Tp—1],

unde x1,x2,...,T, sunt numere reale cu partea intreaga 1,2, ..., n.

Solutie. Deoarece xy, = k + {x} pentru orice 1 < k < n, avem
|lop —xp—1] = |1+ {xx} — {xx_1}] € {0,1} pentru 2 < k < n,

dupa cum {zp} < {xp_1} sau {zr} > {xk_1}. Prin urmare, considerand
secventa {x1}, {za2},...,{zn}, valoarea sumei S este exact numarul acelor
indici 2 < k < n pentru care {xx} > {xp_1}. Este atunci elementar faptul

c& multimea valorilor pe care le poate lua suma S este ’{O, 1,...,n—1} ‘

In acest context, modelele din solutia oficiald devin chiar inutile, caci este
evident ca putem considera o astfel de secventa, cu valori din [0,1), avand
orice numar (de la 0 la n — 1) dorit de astfel de inegalitati.

Desi problema pare grea prin enuntul ei oarecum complicat, fenomenul
subteran este aproape trivial; dovada sta in chiar punctajele mari obtinute
de peste jumatate dintre concurenti. O

6. INCHEIERE

Problemele de gimnaziu incep sa ma intereseze mai mult (decat cele de
liceu), fiind mai putin supuse unor stricte cerinte ”tehnice”, deci permitand
mai multa libertate si originalitate (care din pacate nu sunt chiar in proportia
ideald; reteta ”gustarii” este cam fada). Cu exceptia unor scapari jenante,
un concurs curatel, desi cam anost.



