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Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia

2" +3¥ = 2%
Olimpiada Marea Britanie, 1996

Solutie.

e Daca = = 0, ecuatia revine la 3V = (z — 1)(z + 1). Deoarece z — 1 §i z + 1 nu
pot fi ambele divizibile cu 3, rezulta ca z — 1 = 1, adica z = 2. Se obtine solutia
r=0y=1,2=2.

e Dacd x = 1, ecuatia devine 2 + 3¢ = 22, Daca y = 0, atunci z? = 3, imposibil.
Daca y > 0, 22 = 3Y +2 = M3+ 2, dar un patrat perfect nu este de forma M3+ 2.
e Daca x > 2, atunci 2 = M4, iar 3Y este impar, deci z este impar. Atunci
2% = M4+1. Rezultd cagi 3¥ = M4+1. Dar 3V = (4—1)Y = (—1)¥ (mod 4), de unde
y este par. Fie k € N astfel incat y = 2k. Atunci 2% = 22— (3%)2 = (2 — 3%)(2 + 3F).
Deducem ca z—3% = 2% gi 24+3% = 2¥, cuu,v € N, u+v = 2. Atunci 2 —2% = 2.3%,
De aici rezulta ca membrul stang este par, dar nu este divizibil cu 4, deci u = 1.
Obtinem atunci ca 3¥ = 2v~! — 1. Daca k = 0, atunci v = 2 si obtinem solutia
r=3,y=0,2=23. Daca k > 0, atunci 3* = M3, deci trebuie ca 2°7!' = M3 + 1.
Cum 271 = (3—-1)"1 = (—=1)""! (mod 3), rezulta cad v — 1 este par. Fie m € N
astfel incat v — 1 = 2m. Atunci 3 = (2™ — 1)(2™ + 1). Deoarece 2™ — 1 gi 2™ + 1
nu pot fi simultan multipli de 3, rezulta ca 2™ — 1 = 1, deci m = 1. Se obtine
solutia x =4, y =2, 2z = 5.

In concluzie, ecuatia are trei solutii: (x,y,2) = (0,1,2), (z,y,2) = (3,0,3) si
(x,y,2) = (4,2,5).
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