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Problema 2. Pe planeta P sunt n ţări, unde 50 < n < 80. Oricare două ţări
diferite sunt fie prietene, fie duşmane. Relaţia este mutuală. Pentru oricare trei
ţări distincte A, B, C sunt valabile următoarele două reguli:
(1) dacă A e prietenă cu B, iar B este prietenă cu C, atunci A este prietenă cu C;
(,,prietenii prietenilor mei ı̂mi sunt prieteni”)
(2) dacă A şi B sunt duşmani, iar B şi C sunt duşmani, atunci A este prietenă cu
C. (,,duşmanii duşmanilor mei ı̂mi sunt prieteni”)
Se ştie că exact jumătate din numărul total al relaţiilor existente ı̂ntre două ţări
sunt de prietenie, iar cealaltă jumătate sunt de duşmănie. Câte ţări sunt pe planeta
P?

Concursul Arany Dániel, Ungaria, 2014

Soluţie:
Să fixăm o ţară X. Conform regulilor, ţările rămase se ı̂mpart ı̂n două mulţimi:
prietene cu X şi duşmane cu X. Adăugăm ţara X la prima mulţime. Acum ori-
care două ţări sunt prietene dacă sunt ı̂n aceeaşi mulţime şi duşmane dacă sunt ı̂n
mulţimi diferite. (Pe scurt: avem un război mondial ı̂n care ţările sunt ı̂mpărţite
ı̂n două tabere; nu există ţări neutre.)
• Dacă notăm cu a şi b numărul de ţări din cele două tabere (a + b = n), avem

a(a− 1)

2
relaţii de prietenie ı̂ntre ţările din prima tabără şi

b(b− 1)

2
relaţii de pri-

etenie ı̂ntre ţările din cea de-a doua tabără. Într-adevăr, numerotând ţările din
prima tabără cu x1, x2, . . . , xa, atunci x1 are a−1 prieteni, x2 are a−2 alţi prieteni
(prietenia cu x1 a fost deja socotită) şi aşa mai departe, xa−1 ı̂l mai are numai pe

xa ca prieten, deci ı̂ntre ţările primei tabere există 1 + 2 + . . .+ (a− 1) =
a(a− 1)

2
relaţii de prietenie.

• Între ţările din tabere diferite există ı̂n total ab relaţii de duşmănie (fiecare din
cele a ţări din prima tabără este ı̂n duşmănie cu fiecare din cele b ţări din cea de-a
doua tabără.)

• Prin urmare trebuie să avem
a(a− 1)

2
+
b(b− 1)

2
= ab, relaţie care se scrie echiva-

lent a2 − a + b2 − b = 2ab, sau a2 − 2ab + b2 = a + b, adică (a − b)2 = a + b, deci
n = a+ b trebuie să fie pătrat perfect. Singurul pătrat perfect cuprins ı̂n intervalul
(50, 80) fiind 64, rezultă că pe planeta P sunt 64 de ţări.

Remarcă: Se poate deduce că |a− b| = 8, deci cele două tabere au 28 şi 36 ţări.

Problema 2, Clasa a VIII-a 
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