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Problema 2, Clasa a Vlll-a
Etapa 7, Editia a VI-a

Problema 2. Pe planeta P sunt n tari, unde 50 < n < 80. Oricare doua tari
diferite sunt fie prietene, fie dugmane. Relatia este mutuala. Pentru oricare trei
tari distincte A, B, C sunt valabile urméatoarele doua reguli:

(1) daca A e prietena cu B, iar B este prietena cu C, atunci A este prietena cu C;
(,,prietenii prietenilor mei imi sunt prieteni”)

(2) daca A gi B sunt dugmani, iar B gi C sunt dugmani, atunci A este prietena cu
C. (,,dugmanii dugmanilor mei imi sunt prieteni”)

Se stie ca exact jumatate din numarul total al relatiilor existente intre doua tari
sunt de prietenie, iar cealalta jumatate sunt de dugmanie. Cate tari sunt pe planeta
p?

Concursul Arany Daniel, Ungaria, 2014
Solutie:

Sa fixam o tara X. Conform regulilor, tarile ramase se impart in doua multimi:
prietene cu X si dusmane cu X. Adaugam tara X la prima multime. Acum ori-
care doua tari sunt prietene daca sunt in aceeasi multime si dusmane daca sunt in
multimi diferite. (Pe scurt: avem un razboi mondial in care tarile sunt impartite
in doua tabere; nu exista tari neutre.)

e Daca notam cu a si b numarul de tari din cele doua tabere (a + b = n), avem

a(a —1) b(b—1)
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etenie intre tarile din cea de-a doua tabara. Intr-adevir, numerotand tarile din

prima tabara cu xy, xs, ..., x,, atunci z; are a — 1 prieteni, x5 are a — 2 alti prieteni

(prietenia cu z; a fost deja socotita) si agsa mai departe, x,_; il mai are numai pe

ala —1)
2

relatii de prietenie intre tarile din prima tabara si relatii de pri-

x, ca prieten, deci intre tarile primei tabere exista 1 +24...+(a—1) =

relatii de prietenie.

e Intre tarile din tabere diferite exista in total ab relatii de dugmanie (fiecare din

cele a tari din prima tabara este in dugmanie cu fiecare din cele b tari din cea de-a

doua tabara.)

ala—1) bb-—1
(-1 bo-1)
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lent a? — a + b* — b = 2ab, sau a* — 2ab + b* = a + b, adica (a — b)? = a + b, deci

n = a+ b trebuie sa fie patrat perfect. Singurul patrat perfect cuprins in intervalul

(50, 80) fiind 64, rezulta ca pe planeta P sunt 64 de tari.

e Prin urmare trebuie sa avem = ab, relatie care se scrie echiva-

Remarca: Se poate deduce ca |a — b| = 8, deci cele doua tabere au 28 si 36 tari.
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