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PATRULATERE INSCRIPTIBILE

ABSTRACT. In articolul de fatd sunt prezentate conditii necesare si
suficiente pentru ca un patrulater sa fie inscriptibil, precum si cateva probleme
reprezentative.

Lectia se adreseaza clasei a VIII-a.
Data: noiembrie 2011

Autor: Ion Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuresti

Notiuni introductive

Pentru o buna intelegere a notiunilor legate de patrulaterul inscriptibil
este necesar si reamintim cateva rezultate legate de méasura unghiurilor in
legatura cu méasura unor arce de cerc.

Este bine cunoscut rezultatul urmator:

Teorema: Misura unghiului inscris in cerc este egald cu jumitate din
masura arcului cuprins intre laturi.

Vom prezenta mai jos inca doud rezultate, unul legat de unghiul exterior
unui cerc si altul legat de unghiul interior unui cerc.

Definitie: Numim unghi exterior unui cerc unghiul cu varful in exte-
riorul cerculuui si laturile secante la cerc.

Teorema: Masura unghiului exterior unui cerc este egald cu semidifer-
enta arcelor cuprinse intre laturi.
m(BC) — m(AE)
5 .

Demonstratie: Trebuie demonstrat ca m(B/lf') =

Construind AF' || DC avem BDC = BAF ca unghiuri corespondente. Cum
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BF BC) —m(FC
unghiul BAF este unghi inscris in cerc avem m(BAF') = (2 ) _ m(BO) 5 m(FO)
S — 230 — m(F
Deoarece BDC' = BAF putem scrie m(BDC) = m(BC) 5 m(FC) Din
~ ~ ——— m(BC) — m(AE)

EC || AF rezulta m(FC) = m(AE) si atunci rezulta m(BDC') =

Definitie: Numim unghi interior unui cerc unghiul cu varful in interi-
orul cercului si laturile coarde in cerc.

Teorema: Maisura unghiului interior unui cerc este egala cu semisuma
arcelor cuprinse intre laturi.

m(BC) + m(AD).

Demonstratie: Trebuie demonstrat ca m(C’/F§) = 5

Construind DE || AB avem CFB = CDE ca unghiuri corespondente. Cum

— B BC BE
unghiul CDFE este unghi inscris in cerc avem m(CDE) = m(CE) = m(BC) + m( )

2 2
— ——— B BE
Deoarece CFB = CDEFE putem scrie m(CFB) = m(BO) ;Lm( ) Din
~ ~ _—  m(BC) +m(AD)

DE || AB rezultam(BE) = m(AD) si atunci rezulta m(CFB) =

2

Definitie: Numim patrulater inscriptibil un patrulater ale carui varfuri
sunt pe un cerc.

Observatie: Dacia A, B, C, D sunt varfurile unui patrulater inscriptibil
se spune cd punctele A, B, C, D sunt conciclice.
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Conditii necesare si suficiente

pentru ca un patrulater sa fie inscriptibil

Teorema: Un patrulater este inscriptibil daca si numai daca unghiurile
opuse sunt suplementare.

Demonstratie: Demonstram implicatia: Daca ABC'D este patrulater
inscriptibil, atunci m(A) + m(C) = 180° i m(B) + m(D) = 180°.

A

—

Unghiurile BAD i BC'D sunt unghiuri inscrise in cerc gi deci m(BAD) =

ED) i m(BED) = ™ PAP) Avunci m(BAD) +m(BOD) = "EP)

BAD) 3600
m( 5 ) =5 = 180°. Analog pentru unghiurile ABC si ADC.
Demonstrim acum implicatia: Daci m(A) + m(C) = 180°, atunci

ABCD este patrulater inscriptibil. Presupunem ci cele patru puncte A, B, C, D

nu sunt pe un cerc. Trei puncte sunt totdeauna pe un cerc, fie acestea A, B
si D. Daca C nu se afli pe cercul determinat de punctele A, B si D, atunci
el este in interiorul sau in exteriorul acestui cerc. Fara a pierde din generali-
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tatea problemei consideram ca punctul C este in exterior. Fie E respectiv F’
intersectiile cercului cu BC' respectiv DC.

BEFD)

Avem m(@) = m( (unghi inscris in cerc) si m(B/C'\D) =

m(BAD) — m(EF)
2

(unghi exterior cercului).

Atunci m(BAD) + m(BCD) = m(BfF D) | m(BAD)2— m(EF) _

360° — m(EF)
2 ey —~

afirmatia din ipotezd cd m(A) + m(C) = 180°. Rezultd ci presupunerea

facuta este falsa gi deci punctele A, B, C, D sunt pe acelagi cerc.

< 180Y. Aceastd ultimi afirmatie estre in contradictie cu

Teorema: Un patrulater este inscriptibil daca gi numai dacd un unghi
interior este congruent cu unghiul exterior opus.

Demonstratie: Teorema este o consecintd a teoremei anterioare.

Din BCD = XAD si m(@) + m(m) = 180° rezulta m(@) +
m(BCOD) = 180° gi am ajuns la teorema anterioara.
Teorema: Un patrulater este inscriptibil dacd unghiul format de o

diagonald cu una dintre laturi este congruent cu unghiul format de cealalta
diagonala cu latura opusa.

Demonstratie: Ar/tr\ebui ~demonstrat, de exemplu, ca ABCD este
patrulater inscriptibil & DBC = DAC.

Lasam ca exercitiu aceastd demonstratie.
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Teorema: (Teorema lui Ptolemeu) Un patrulater este inscriptibil daca
si numai daca produsul diagonalelor este egal cu suma produselor laturilor
opuse.

Demonstratie: Se pot da mai multe demonstratii la aceasta teorema.
O preferdm pe aceasta deoarece este mai accesibila.

A

Consideram M un punct in acelagi semiplan cu A in raport cu BC,
astfel incat M BC = DAC ¢i MCB = ACD. De aici deducem cd AMBC ~

“MB _BC  MC AD-BC |
ADAC AtunCI DA—E—TC, deundeMB—T().
Pe de alti parte, din D2 — < 70D = BOA remlta AMCD
€ de alta parte, AC—DC§ = ezulta

.. MD D MC _AB.CD .,
ABCA si atunci AfCAfBC,deundeMDfT( ).

Sa demonstram acum afirmatia: ABCD este patrulater inscriptibil,
atunci AC- BD = AB-CD + AD - BC. o

Daca ABCD este patrulater inscriptibil atunci DAC = DBC i cum,
din constructie, M BC' = DAC rezultda M BC = DBC, de unde M € (BD).
Atunci BD = BM + M D. Inlocuind BM §i M D cu rezultatele obtinute la

AD-BC AB-CD
(*) si (* *) rezulta BD = + , de unde relatia AC' - BD =
AC AC

AB-CD + AD - BC.
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Sa demonstram acum afirmatia: AC-BD = AB-CD+ AD-BC, atunci
ABCD este patrulater inscriptibil.

Relatia AC' - BD = AB-CD + AD - BC se scrie BD = M =+

AC
AB-CD
Tg si tindnd cont de (*) si (* *) avem BD = BM + M D, de unde M €

(BD). Atunci DBC = MBC = DAC si conform unei teoreme anterioare
rezultd ABCD este patrulater inscriptibil.

Probleme

Problema 1: In triunghiul ABC inaltimile BM (M € (AC)) si CP

(P € (AB)) se intersecteaza in H. Aratati cd patrulaterele APHM si BCM P
sunt inscriptibile.

Solutie: BM inaltime, atunci m(m) =90" (1). Analog m(@) =
90°.

Atunci, in patrulaterul APHM avem m(B/]W\A) + m(@) = 180°,
deci patrulaterul este inscriptibil (unghiurile opuse sunt suplementare).

In patrulaterul BOMP avem BPC = B/]W\C(: 90Y) si deci este in-
scriptibil (unghiul format de o diagonald cu o latura este congruent cu unghiul
format de cealalta diagonali cu latura opusa).

Problema 2: Fie ABC un triunghi echilateral si M un punct pe arcul
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mic BC' al cercului circumscris triunghiului. Aratati ca MA = MB+ MC.

Solutie: Patrulaterul ABMC este inscris in cerc gi atunci, din teorema

C

NS

lui Ptolemeu, avem AM - BC'= BM - AC+ CM - AB.
Cum [AB] = [AC] = [BC] rezulta AM = MB+ MC.
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