
PATRULATERE INSCRIPTIBILE

ABSTRACT. În articolul de faµ  sunt prezentate condiµii necesare ³i
su�ciente pentru ca un patrulater s  �e inscriptibil, precum ³i câteva probleme
reprezentative.

Lecµia se adreseaz  clasei a VIII-a.
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Noµiuni introductive

Pentru o bun  înµelegere a noµiunilor legate de patrulaterul inscriptibil
este necesar s  reamintim câteva rezultate legate de m sura unghiurilor în
leg tur  cu m sura unor arce de cerc.

Este bine cunoscut rezultatul urm tor:

Teorem : M sura unghiului înscris în cerc este egal  cu jum tate din
m sura arcului cuprins între laturi.

Vom prezenta mai jos înc  dou  rezultate, unul legat de unghiul exterior
unui cerc ³i altul legat de unghiul interior unui cerc.

De�niµie: Numim unghi exterior unui cerc unghiul cu vârful în exte-
riorul cerculuui ³i laturile secante la cerc.

Teorem : M sura unghiului exterior unui cerc este egal  cu semidifer-
enµa arcelor cuprinse între laturi.

Demonstraµie: Trebuie demonstrat c  m(B̂DC) =
m(

_
BC)−m(

_
AE)

2
.

Construind AF ‖ DC avem B̂DC ≡ B̂AF ca unghiuri corespondente. Cum
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unghiul BAF este unghi înscris în cerc avem m(B̂AF ) =
m(

_
BF )
2

=
m(

_
BC)−m(

_
FC)

2
.

Deoarece B̂DC ≡ B̂AF putem scrie m(B̂DC) =
m(

_
BC)−m(

_
FC)

2
. Din

EC ‖ AF rezult  m(
_

FC) = m(
_

AE) ³i atunci rezult  m(B̂DC) =
m(

_
BC)−m(

_
AE)

2
.

De�niµie: Numim unghi interior unui cerc unghiul cu vârful în interi-
orul cercului ³i laturile coarde în cerc.

Teorem : M sura unghiului interior unui cerc este egal  cu semisuma
arcelor cuprinse între laturi.

Demonstraµie: Trebuie demonstrat c  m(ĈFB) =
m(

_
BC) + m(

_
AD)

2
.

Construind DE ‖ AB avem ĈFB ≡ ĈDE ca unghiuri corespondente. Cum

unghiul CDE este unghi înscris în cerc avem m(ĈDE) =
m(

_
CE)
2

=
m(

_
BC) + m(

_
BE)

2
.

Deoarece ĈFB ≡ ĈDE putem scrie m(ĈFB) =
m(

_
BC) + m(

_
BE)

2
. Din

DE ‖ AB rezult  m(
_

BE) = m(
_

AD) ³i atunci rezult  m(ĈFB) =
m(

_
BC) + m(

_
AD)

2
.

De�niµie: Numim patrulater inscriptibil un patrulater ale c rui vârfuri
sunt pe un cerc.

Observaµie: Dac  A, B,C, D sunt vârfurile unui patrulater inscriptibil
se spune c  punctele A, B,C, D sunt conciclice.
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Condiµii necesare ³i su�ciente

pentru ca un patrulater s  �e inscriptibil

Teorem : Un patrulater este inscriptibil dac  ³i numai dac  unghiurile
opuse sunt suplementare.

Demonstraµie: Demonstr m implicaµia: Dac  ABCD este patrulater
inscriptibil, atunci m(Â) + m(Ĉ) = 1800 ³i m(B̂) + m(D̂) = 1800.

Unghiurile BAD ³i BCD sunt unghiuri înscrise în cerc ³i deci m(B̂AD) =

m(
_

BCD)
2

³i m(B̂CD) =
m(

_
BAD)
2

. Atunci m(B̂AD)+m(B̂CD) =
m(

_
BCD)
2

+

m(
_

BAD)
2

=
3600

2
= 1800. Analog pentru unghiurile ABC ³i ADC.

Demonstr m acum implicaµia: Dac  m(Â) + m(Ĉ) = 1800, atunci
ABCD este patrulater inscriptibil. Presupunem c  cele patru puncte A, B,C, D

nu sunt pe un cerc. Trei puncte sunt totdeauna pe un cerc, �e acestea A, B
³i D. Dac  C nu se a�  pe cercul determinat de punctele A, B ³i D, atunci
el este în interiorul sau în exteriorul acestui cerc. F ra a pierde din generali-
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tatea problemei consider m c  punctul C este în exterior. Fie E respectiv F
intersecµiile cercului cu BC respectiv DC.

Avem m(B̂AD) =
m(

_
BEFD)

2
(unghi înscris în cerc) ³i m(B̂CD) =

m(
_

BAD)−m(
_

EF )
2

(unghi exterior cercului).

Atunci m(B̂AD) + m(B̂CD) =
m(

_
BEFD)

2
+

m(
_

BAD)−m(
_

EF )
2

=

3600 −m(
_

EF )
2

< 1800. Aceast  ultim  a�rmaµie estre în contradicµie cu

a�rmaµia din ipotez  c  m(Â) + m(Ĉ) = 1800. Rezult  c  presupunerea
f cut  este fals  ³i deci punctele A, B,C, D sunt pe acela³i cerc.

Teorem : Un patrulater este inscriptibil dac  ³i numai dac  un unghi
interior este congruent cu unghiul exterior opus.

Demonstraµie: Teorema este o consecinµ  a teoremei anterioare.

Din B̂CD ≡ X̂AD ³i m(B̂AD)+m(D̂AX) = 1800 rezult  m(B̂AD)+
m(B̂CD) = 1800 ³i am ajuns la teorema anterioar .

Teorem : Un patrulater este inscriptibil dac  unghiul format de o
diagonal  cu una dintre laturi este congruent cu unghiul format de cealalt 
diagonal  cu latura opus .

Demonstraµie: Ar trebui demonstrat, de exemplu, c  ABCD este
patrulater inscriptibil ⇔ D̂BC ≡ D̂AC.

L s m ca exerciµiu aceast  demonstraµie.
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Teorem : (Teorema lui Ptolemeu) Un patrulater este inscriptibil dac 
³i numai dac  produsul diagonalelor este egal cu suma produselor laturilor
opuse.

Demonstraµie: Se pot da mai multe demonstraµii la aceast  teorem .
O prefer m pe aceasta deoarece este mai accesibil .

Consider m M un punct în acela³i semiplan cu A în raport cu BC,
astfel încât M̂BC ≡ D̂AC ³i M̂CB ≡ ÂCD. De aici deducem c  4MBC ∼
4DAC. Atunci

MB

DA
=

BC

AC
=

MC

DC
, de unde MB =

AD ·BC

AC
(*).

Pe de alt  parte, din
BC

AC
=

MC

DC
³i M̂CD ≡ B̂CA rezult  4MCD ∼

4BCA ³i atunci
MD

BA
=

CD

CA
=

MC

BC
, de unde MD =

AB · CD

AC
(* *).

S  demonstr m acum a�rmaµia: ABCD este patrulater inscriptibil,
atunci AC ·BD = AB · CD + AD ·BC.

Dac  ABCD este patrulater inscriptibil atunci D̂AC ≡ D̂BC ³i cum,
din construcµie, M̂BC ≡ D̂AC rezult  M̂BC ≡ D̂BC, de unde M ∈ (BD).
Atunci BD = BM + MD. Înlocuind BM ³i MD cu rezultatele obµinute la

(*) ³i (* *) rezult  BD =
AD ·BC

AC
+

AB · CD

AC
, de unde relaµia AC ·BD =

AB · CD + AD ·BC.
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S  demonstr m acum a�rmaµia: AC ·BD = AB ·CD+AD ·BC, atunci
ABCD este patrulater inscriptibil.

Relaµia AC · BD = AB · CD + AD · BC se scrie BD =
AD ·BC

AC
+

AB · CD

AC
³i µinând cont de (*) ³i (* *) avem BD = BM +MD, de unde M ∈

(BD). Atunci D̂BC ≡ M̂BC ≡ D̂AC ³i conform unei teoreme anterioare
rezult  ABCD este patrulater inscriptibil.

Probleme

Problema 1: În triunghiul ABC în lµimile BM (M ∈ (AC)) ³i CP
(P ∈ (AB)) se intersecteaz  în H. Ar taµi c  patrulaterele APHM ³i BCMP
sunt inscriptibile.

Soluµie: BM în lµime, atunci m(B̂MA) = 900 (1). Analog m(ĈPA) =
900.

Atunci, în patrulaterul APHM avem m(B̂MA) + m(ĈPA) = 1800,
deci patrulaterul este inscriptibil (unghiurile opuse sunt suplementare).

În patrulaterul BCMP avem B̂PC ≡ B̂MC(= 900) ³i deci este in-
scriptibil (unghiul format de o diagonal  cu o latur  este congruent cu unghiul
format de cealalt  diagonal  cu latura opus ).

Problema 2: Fie ABC un triunghi echilateral ³i M un punct pe arcul
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mic BC al cercului circumscris triunghiului. Ar taµi c  MA = MB + MC.

Soluµie: Patrulaterul ABMC este înscris în cerc ³i atunci, din teorema

lui Ptolemeu, avem AM ·BC = BM ·AC + CM ·AB.
Cum [AB] ≡ [AC] ≡ [BC] rezult  AM = MB + MC.
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