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Etapa 6, Problema 4

Se pot alege pe un cerc de raz  1 un num r de 2013 puncte distincte, astfel

încât distanµa între oricare dou  dintre aceste puncte s  �e num r raµional?

A 17-a Olimpiad  Internaµional  de Matematic , Bulgaria, 1975

Soluµie.

Gândim cercul de raz  1 ca �ind un cerc trigonometric. Fie A (cos 2a, sin 2a)
³i B (cos 2b, sin 2b), cu 0 ≤ a < b < π, dou  puncte de pe cerc, iar M mijlocul

segmentului determinat de ele. Atunci

AB = 2AM = 2 sin (b− a) = 2 (sin b cos a− cos b sin a) .

Dac  punctele A ³i B au ambele coordonate raµionale, atunci distanµa AB

este num r raµional. Vom ar ta c  este posibil s  alegem o in�nitate de puncte

pe cercul trigonometric, având ambele coordonate raµionale; va rezulta astfel

c  r spunsul la întrebarea din problem  este a�rmativ. Pentru aceasta, este

su�cient s  consider m puncte de coordonate
(

m2−n2

m2+n2 ,
2mn

m2+n2

)
, cu m,n ∈ Z ³i,

astfel, soluµia este complet .
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