COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015
ETAPA NATIONALA — PRIMELE TESTE DE SELECTIE

ABSTRACT. Comments on some of the problems presented at the First
Selection Tests (Juniors and Seniors) sat after the National Mathematics
Olympiad 2015.
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Tu m’as vidé de tous mes mots,
et j’ai le coeur completement malade.
Cerné de barricades,
t’entends? je suis malade! [1

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra primelor Teste de Selectie (Juniori si Seniori)
de dupa Olimpiada Nationala de Matematica 2015 reflecta, ca de obicei,
opinia personala a autorului. Ele sunt adaugate la o prezentare selectiva a
probelor de concurs

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea verde varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. PRIMUL TEST DE SELECTIE — JUNIORI

Subiectul (1). Fie ABC wun triunghi ascutitunghic cu AB # AC. Fie
M mijlocul laturii [BC], H ortocentrul triunghiului ABC, O1 mijlocul lui
[AH], iar Oy centrul cercului circumscris triunghiului BCH. Demonstrati
ca O1AMOq este paralelogram.

Solutie. Configuratia este arhicunoscuta. Punctul H' de intersectie a dreptei
AH cu cercul (de centru O) circumscris triunghiului ABC' este simetricul
lui H fata de BC. Prin urmare Os este simetricul lui O fata de M. Dar
segmentele AO; si OM sunt congruente si paralele. O

Subiectul (2). Determinati cel mai mic numar natural n pentru care, in
orice fel am colora in rosu n dintre varfurile unui cub, ewxista un varf al
cubului care are cele trei varfuri alaturate rogii.

!Serge Lama; chanté Lara Fabian [https://www.youtube.com/watch?v=47RrukK6e110

2Lipsesc unele probleme, la care nu am gasit interesul de a fi prezentate. Solutiile

oficiale, rezultatele si compozitia loturilor pot fi consultate la http://onm2015.ssmr.ro/
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Solutie. Cerinta din problema este echivalenta cu faptul ca se formeaza un
triunghi echilateral cu varfurile rogii. Fie ABC DA’ B'C' D’ varfurile cubului.
Colorand in rosu cele 4 varfuri ale unei fete a cubului, fie ele A, B, C, D, nu
se formeaza niciun triunghi echilateral cu varfurile rosii, asadar n > 5.

Acum, alegénd oricare 5 dintre varfurile cubului, exista (méacar) o fata a
cubului care contine (macar) 3 dintre ele, caci considerand doua fete opuse,
acest fapt (pentru una dintre ele) rezulta din principiul cutiei. Pe cazuri

e daca 4 dintre varfurile rosii sunt varfurile unei fete a cubului, fie ele
A, B,C, D, atunci al 5-lea, fie el A’, formeaza triunghiul echilateral A’ BD
cu varfurile rosii;

e dacid doar 3 dintre varfurile rogii sunt varfuri ale unei fete a cubului,
fie ele A, B, C, iar al 4-lea este B’ sau D', se formeaza triunghiul echilateral
B'AC, respectiv D' AC, cu varfurile rosii; iar daci celelalte 2 puncte rosii
sunt A’ si ', se formeaza triunghiul echilateral BA'C" cu varfurile rosii.

Prin urmare n < 5, si demonstratia este completa, precizand E O
Subiectul (4). Rezolvati in multimea numerelor naturale ecuatia
217 + 4Y = 22,

Solutie. Se ajunge usor la ecuatia 7% —3% = 2¥*! unde = = 0 nu este solutie,

iar x = 1 duce la y = 1, deci solutia ’ (x,y,2) = (1,1,5) ‘ Pentru = > 1

e daci x ar fi par, ar trebui s& avem 2Y*! = 7% — 3% = 0 (mod 5), absurd;
e dacd z ar fi impar atunci, deoarece 32 = 1 (mod 23) si y > 1, ar trebui
sd avem 0 = 2+t = 7% — 3% = (—1) — 3 =4 (mod 8), absurd. O

Desigur, un argument care striveste simultan ambele cazuri este ca pentru
x > 1 numarul 7% — 3% are (macar) un factor prim care nu divide niciun
numar 7¢ — 3%, 1 <t < x; in particular, pentru ¢ = 1, numérul 7 — 3 = 2.
Aceasta este teorema lui Zsigmondy, mult prea tare pentru problema de
fata, dar foarte la moda in problemistica recenta, si foarte utila in multe
probleme altfel dificile, drept care merita a fi popularizata. Din fericire,
comunitatea corectorilor din Romania si de aiurea a inceput sa accepte fara
cracneala referirile la aceasta teorema.

30 problema mai generala, dintr-un Putnam mai vechi, cerea sa se arate ca daca se aleg
un numéir mai mare decéat 2"+! /n dintre cele 2" varfuri ale unui hipercub n-dimensional,
atunci printre ele se afla varfurile unui triunghi echilateral. Pentru n = 3 avem insa
[2%71/3] = [16/3] = 6 > 5, deci rezultatul este prea slab pentru problema de fatd. Doar
drept curiozitate, pentru n = 4 avem 2*"! /4 = 8 i intr-adevir modelul

(0,0,0,0),(0,0,1,1),(0,1,0,0),(0,1,1,1),(1,1,1,1),(1,1,0,0),(1,0,1,1),(1,0,0,0)
cu 8 dintre varfurile hipercubului 4-dimensional {0, 1}4 nu contine varfurile unui triunghi
echilateral, deci In acest caz rezultatul de la Putnam este ”sharp”.

Formularea alternativ echivalenta pentru dimensiune 3 pierde legatura cu problema de
la Putnam in dimensiuni mai mari.

2



DAN SCHWARZ COMENTARII

Teorema (ZSIGMONDY). Fie p > ¢ > 1 numere naturale coprime, si fie
N > 1 natural. Atunci pV — ¢V are cel putin un factor prim primitiv (un
factor prim 7 al lui pV — ¢V se zice primitiv daca r 1 p® — ¢ pentru orice
K natural, 1 < K < N), cu exceptia cazurilor

020 16 =63=32.7(avand 22 - 12 =35i 23 - 13 =7);

e N =2 ptqoputerealui 2 (avand p?> —¢*> = (p+q)(p—¢q) si 2| p—q).

2. PRIMUL TEST DE SELECTIE — SENIORI

Din moment ce si enunturile, si solutiile oficiale sunt in limba engleza
(pregatite pentru RMC), am lasat si eu enunturile in aceasta forma.

Subiectul (1). Let ABC be a triangle, let O be its circumcentre, let A’ be
the orthogonal projection of A on the line BC, and let X be a point on the
open ray AA" emanating from A. The internal bisectriz of the angle BAC
meets the circumcircle of ABC again at D. Let M be the midpoint of the
segment DX . The line through O and parallel to the line AD meets the line
DX at N. Prove that the angles BAM and CAN are equal.

E

Solutie. (L. Ploscaru) Fie E simetricul lui A fata de M. Cum punctul
M este simultan mijlocul segmentelor AF si XD, deducem ca patrulaterul
ADEX este paralelogram. Sa mai observam ca OD 1 BC si AX 1 BC,
asadar AX || OD, iar mai departe reiese ca punctele O, D, E sunt coliniare.

. . . . OD ON B
Dreptele X E si ON fiind pgrjlele,gj\?ulta ca DE - XE Dar OD = OA
si XE = AD, prin urmare DE =AD"

De asemenea, ZAON = /EDA = 180° — ZDAQ, iar astfel obtinem
NAON ~ AEDA, de unde Z/ZDAE = ZANO = ZDAN. Acest lucru
nu inseamna decat ca AM si AN sunt izogonale in AABC, si cu aceasta
demonstratia s-a sfarsit. O
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Subiectul (2). Let ABC be a triangle, and let r denote its inradius. Let R
denote the radius of the circle internally tangent at A to the circle ABC and
tangent to the line BC'; the radii Rp and Ro are defined similarly. Show

that

1 n 1 n 1 <2
Ry Rp RC—T.

Solutie. (L. Ploscaru) incepem prin urmatoarea

LEMA. Fie AABC inscris intr-un cerc de raza R, D un punct pe latura

AFE BC
1 g . A i < N
(BC), iar {A,E} = AD N ©(ABC). Atunci AD R = [AABC]

Demonstratic. Tnegalitat ) AE _ AD-BC _ AD
emonstratie. negalitatea se poate rescrie —— — Y = .
& P 9R = 2[AABC] ~ hg

Insd AFE fiind coards in cerc, e clar cd AE < 2R, iar AD > h,, inaltimea
fiind cel mai scurt segment ce uneste un punct cu o dreapta. Or, acum
inegalitatea este evidenta, egalitate obtinandu-se cand triunghiul este isocel
in A, iar D este mijlocul lui BC. |

inapoi la problema noastra, notam cu D 4, Dpg si D¢ punctele de tangenta
la BC, C A, respectiv AB, a celor trei cercuri, iar cu F4, Ep §i Ec punctele

de intersectie a razelor (AD 4, (BDp, respectiv (C'D¢, cu cercul ©(ABC).
1 AFE 4 1 BEp 1 CE¢

in cele trei omotetii, Ra AD4- R’ Rp BDgp-R’ Rc CD¢c-R

Folosind lema obtinem
1 1 1 - BC+CA+AB _ 2
,

-y 4 <
Ra + Rp + Rc — [AABC]| -

Observatie. O consecinta triviala a omotetiei o reprezinta faptul ca
(ADg4, (BDp, (CD¢ vor fi bisectoarele triunghiului ABC. O

Solugie Alternativa. (Cea mai simplé, data in concurs!) Fie A’ punctul de
tangenta a cercului de razd R4 cu BC, i fie h, lungimea inaltimii din A.
Atunci evident 2R, > AA’ > hy, si similare pentru B si C. Prin urmare
1 1 1 2 2 2 a+b+c 2p 2
ot St = = =
Ry Rp Rc ~ hy hy he [AABC] pr r
unde [AABC]| este aria triunghiului ABC iar p este semiperimetrul sau (face
de rusine complicatele solutii oficiale). Egalitate se obtine evident daca si
numai daca AABC este echilateral. (|

Subiectul (3). A Pythagorean triple is a solution of the equation

22 4yt = 22

in positive integers such that x < y. Given any non-negative integer n, show

that some positive integer appears in precisely n distinct Pythagorean triples.
4



DAN SCHWARZ COMENTARII

Solutie. O problemuta draguta, dar cam ugoara pentru plasarea pe pozitia
a treia. Este natural sa fie cautat acel numar ca fiind puterea unui prim.
Imi place mai ales solutia oficiala III, unde se ia numarul ca fiind p", unde
p = 3 (mod 4) este prim. Nu putem avea z = p”, din motive evidente,
deci fie z = p™. Atunci (z —y)(z +y) = 22 —y? = 22 = p?" duce la
z—1y=pFsiz+y=p>F pentru un oarecare 0 < k < n — 1, cu solutiile
(Y, 2z1) = (P*(p*"~2F — 1) /2, p¥(p?—2kF 4 1)/2) distincte, in numar de exact
n (cu exact una primitiva). Cum avem atunci x = p™ < y, pentru orice k,
se vede ca am facut alegerea buna, si nu puteam lua y = p™. ([

Pentru cel putin un concurent s-a creat confuzia cu tripletele pitagoreice
primitive; desigur, nu este vina enuntului, care nu specifica nicaieri acest
lucru. Oare proprietatea se pastreaza, numarand doar tripletele primitive
ca cele n distincte cerute?

Subiectul (5). Given an integer N > 4, determine the largest value the
sum

lk/2]+1
s= > (lni/2] +1)
i=1
may achieve, where k,ni,na, ..., ni run through the positive integers, subject

tok>3,ni>ne>--->np>1, andny+ng+---+np=N.

Solutie. Problema sucumba imediat metodei generale cunoscuta sub numele
”smoothing”. Ideea este de a ne descotorosi de valori mai mari ca 2 pentru
sumanzii n;, 1 <1 < k, fara ca valoarea s a sumei sa scada. Pentru aceasta,
facem operatii de tipul (n;) — (n; — 2,1,1) pentru orice n; > 2; aceasta
lungeste numarul sumanzilor la k — k' = k + 2, iar dupa ce vom face o
reordonare descrescatoare, s — s’ nu scade, cici acum s’ contine un termen
suplimentar, pana cand nu mai exista sumanzi mai mari ca 2, deci pana ce
ajungem la o configuratie unde n; € {1,2} pentru orice 1 < i < k.

Suma maxima se gaseste deci printre cele asociate acestor configuratii.
Fie una, continand d sumanzi egali cu 2, pentru un oarecare 0 < d < | N/2]|.
Atunci numarul sumanzilor egali cu 1 este N — 2d, iar numéarul tuturor
sumanzilor este k = d+ (N — 2d) = N — d. Numarul termenilor din suma s
este t = [(N —d)/2| + 1. Daca d > t, atunci s =2t < d+t=2d+ (t — d)
care este valoarea pentru d < t. Valoarea lui s este atunci in mod evidentﬂ
maximizata pentru d = [ (N + 2)/3], cand va lua valoarea | (2N +4)/3].

Alti algoritmi, echivalenti unul cu altul in cele din urma, pot transforma
configuratia intr-una finala cu suma s cel putin la fel de mare, dar fenomenul
este cel mai bine capturat de consideratiile de mai sus. ([

4Glumesc! dar este totusi un simplu exercitiu de aritmetica elementara pentru a ajunge

la acest rezultat. Pentru a maximiza s(d) = d+¢ = d+ [(N — d)/2] + 1 sub conditia

0 <d <min{t = |(N —d)/2] +1,[N/2]}, observam ca functia s(d) este crescatoare; in

absenta functiilor parte intreagd aceasta duce la d = (N — d)/2 + 1, adicd d = (N + 2)/3,

care d = | (N +2)/3] intr-adevér verificd toate cerintele, si duce la maxs = [ (2N +4)/3].
)
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Cu toata nostalgia unor relatii revolute, tonalitatea mea nu poate fi decat
acrimonioasa. O banalitate mai mare decat cea care se ascunde sub masca
acestei probleme este greu de imaginat. Ideea de baza se lasa ghicita aproape
instantaneu, iar verificarile lungi si meticuloase pe care alti algoritmi le
pot cere (ceea ce se vede cu precadere in solutia oficiala) se dovedesc doar
plicticoase. Majoritatea celor care nu au rezolvat problema au cazut victima
sindromului ”ultima problema”; speriati de dificultatea Indeobste asociata
cu aceasta (sau nu au avut timp sa ajunga sa o considere).

3. INCHEIERE

Un test de selectie Juniori poate simplut, dar bine balansat, care cred
eu ca si-a Indeplinit functia. Testul de Seniori Insa, cu doua geometrii si
doua probleme de teoria numerelor, ”culminand” cu o combinatorica de
toata jalea (la care am si pareri straine care sustin acelagi lucru — ca nu
trebuia datéa, nu doar pe pozitia ultima, ci deloc), a fost complet debalansat,
relativ ugor, si ingrijorator pentru calitatea testelor care vor urma. Je suis
completement malade, parfaitement malade.

Dintre cele scrise pe HotNews, referitor la Olimpiada Nationala, selectez
o analiza a d-lui Daniel Grigorescu, Inspector general de Matematica in
Ministerul Educatiei.

e Contestatiile reprezinta o problema destul de des
discutat3. Insi avem dou3 regulamente clare dupa
care se organizeaza concursurile gcolare. Este o metodologie-
cadru care reglementeaza organizarea tuturor olimpiadelor
scolare. Ori in aceasta metodologie-cadru este un articol care
spune: elevul are dreptul sa isi vizioneze lucrarea si dupa
care, daca nu e multumit de rezultat, are dreptul sa faca
contestatie, contestatie care va fi rezolvata de alti evaluatori
decat cei care au corectat initial lucrarea. Deci asta este
litera regulamentului si nu lasa loc la niciun fel de negociere.
Tar regulamentul acesta nu e de ieri — de azi, este din 2011.
Deci nu e ceva nou, sa spunem ca a aparut ceva peste o zi.

Regulamentul acesta nu vine de pe tablele lui Moshe Rabeinu, ci de pe
cele ale d-lui Funeriu. O prostie, incorporata intr-un regulament, ramane
o prostie. Aceste prevederi au fost concoctate dintr-o gresita si meschina
viziune, care apoi este invocata drept lege suprema; sa mai aduc aminte de
fiasco-ul de anul trecut cu Omer? DI. Grigorescu se dovedeste un acerb si
cerberic somer (in acceptiunea din limba ebraica a termenului).

e A fost candva o cutuma in care, intr-adevar, el
avea posiblitatea cu ani in urma sa stea de vorba
cu profesorul corector, dar de la aparitia acestui re-
gulament, aceasta cutuma s-a epuizat. Si pe undeva
este si firesc: in momentul in care vorbim de teze
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secretizate, in momentul in care profesorul discuta
cu teza deschisa, ce obiectivitate mai poate fi in re-
zolvarea respectiva?

e Si atunci se aplica strict regulamentul: el isi vede lucrarea,
se convinge daca a gresit sau daca are bine, dupa lucrarea se
resigileaza si este corectata de o alta echipa de corectori.

Obiectivitatea vine din moralitate si din corectitudine, nu din absenta
informatiei, produsa prin secretizare. Ceea ce se produce In felul in care se
procedeaza acuma, este ca elevul nu mai are niciun feed-back, nu intelege
unde si daca intr-adevar a gresit, cu rezultatul ca pe langa frustrare se
instaleaza gi luarea in deradere a acestei proceduri derizorii.

Pierderea vertiginoasa a respectului copiilor, fata de comisiile de selectie
a problemelor si cele de corectare si rezolvare de contestatii, este tragica, iar
respectul nu se acorda, bazat pe statutul social, ci se castiga.

e Din punctul meu de vedere, se pune mult prea mare
presiune pe acesti copii de clasa a V-a, a VI-a, de
catre concurs in sine. Olimpiada de matematica, la
duritatea si nivelul ei stiintific la care este la ora ac-
tuala, ar fi preferabil sa inceapa de la clasa a VII-a.
De ce? Copiii deja sunt obignuiti in gimnaziu cu note, cu pro-
fesori, cu exigente diferite. Au inceput incet sa creasca gi ca
varsta, in plus am si finalitate, fiindca la olimpiada clasele a
VII-a - XII-a, olimpiada nationala se termina cu constituirea
loturilor de juniori, de seniori cu care ma duc mai departe la
olimpiadele internationale.

Parerile d-lui Grigorescu despre varsta optima de incepere a competitiilor
sunt irelevante gi ar fi fost mai bine sa fi fost pastrate in privat. Din cate
stiu, d-sa nu este un specialist nici in sociologie, nici in psihologie (si dacd),
iar aceste lucruri sunt mai bine lasate in grija unui panel de profesionisti.
Iar folosirea persoanei I (am, ma duc) este hazlie.

Printre multele comentarii negative primite de la cititori (mai mult sau
mai putin justificate), sunt macar un cuplu care fac o groaza de sens.

Cum este posibil ca Intr-o contestatie, o lucrare care a fost
evaluata de doi profesori cu experienta sa obtina de la 1 punct
chiar 7 puncte, adica MAXIM? Adica doi profesori nu au
inteles rezolvarea unui copil de 12/13 ani? Este clar ca vor-
bim de altceva — In niciun caz de neintelegere! ba poate da.
Ministerul Educatiei sau Corpul de Control (care 7) s-au
AUTOSESIZAT cand au vazut DEZASTRUL de la etapa pe

municipiu?
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Oricum, criticile legate de organizare sunt in mare parte
intemeiate. Ce nu inteleg este de ce Ministerul si Societatea
de Matematica au apelat la ajutorul LUMINA (care uneori
igi bate joc chiar gi de proprii elevi), atata timp cat mentin
o pozitie ferma Impotriva ICHB-ului. Ce exista, in schimb,
este neglijenta gi, din pacate, uneori incompetenta unora.

Acest ultim comentariu, ca raspuns la unele anterioare ale d-lui Radu
Gologan, Pregedintele Comisiei.

Stimate domn, Ministerul pune la dispozitie cam 50 lei pe zi
de copil. Restul incercam noi, Inspectoratul, sa obtinem de
la sponsori. Unii isi bat joc, cum au fost cei de la ICHB.

Aveti perfecta dreptate. Dar e extrem de greu de luptat
cu acea institutie cu enorm sprijin intern si international. In
afara de ce spuneti, provoaca un vid de excelenta in provincie.
Observati ca Bucurestiul a avut vreo 120 de locuri, i cel mai
mare judet abia vreo 20. De ce? Cati dintre copiii numarati
la Bucuresti au facut scoala primara sau gimnaziala aici?

Radu Gologan face o regretabila confuzie intre ICHB si grupul LUMINA.
Tar referinta la numarul de locuri este chiar absurda — Bucurestiul este in
general asimilat cu 6 judete, pentru cele 6 sectoare ale sale, si 120 = 6 - 20.
In orice alt domeniu, fie el cultural, stiintific, financiar, economic, sportiv,
etc. disproportia este la fel de mare. Si este normal sa fie aga; Londra ar fi,
prin ea insasi, a opta (sau cam pe-acolo) putere in Comunitatea Europeana.

Tar chestiunea cu judetul de origine a fost si ea ras-comentata de mine.
Cati dintre bucuresteni s-au nascut aici? Cati dintre studentii de la MIT
sau Harvard gi-au facut studiile in zona Boston-ului? sau macar in SUA? si
cu toate astea sunt listati ca atare in rezultatele de la Putnam. Cati dintre
noi/voi provin genealogic de pe continentul european? n-au venit toti din
Africa? (cel putin homo sapiens — dar chiar si homo habilis!).

Un alt scurt comentariu al d-lui Radu Gologan, Pregedintele Comisiei, se
dovedeste cam inadecvat, un fel de understatement.

Eu cred ca, la unele clase, subiectele de anul acesta sunt putin
mai grele decat au fost anul trecut. Am Incercat sa combinam
tehnica matematica si cunostintele matematice cu cele de
numarare, deci cu privire combinatorica si de imaginatie. Sa
vedem acum care sunt rezultatele.

"Putin”, da, este un understatement, la cel putin patru dintre clase. Iar
diferentierea intre tehnica matematica si combinatorica ma lasa perplex, ca
si asimilarea acesteia cu numararea; au fost, cu totul, doar vreo trei probleme
de combinatorica veritabild, caci ”Ana are 3 mere ...” e doar numaérare ...
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Daca perceptia combinatoricii — la acest nivel chiar — este de aceasta maniera,
je retire mes billes.
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