
Soluţia problemei 3, Clasa a X-a
Etapa 1, Ediţia a XV-a

Problema 3. Se consideră patrulaterul ABCD înscris într-un cerc
de centru O şi rază R şi mijloacele M, N, P, Q ale arcelor mici de cerc AB,
BC, CD, DA. Demonstraţi că dacă ariile triunghiurilor ABM, BCN, CDP
şi DAQ sunt egale, atunci ABCD este pătrat. Generalizare.
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Soluţie. Fie AB = x, BC = y, CD = z, DA = t şi mijloacele M ′, N ′,
P ′, Q′ ale laturilor AB, BC, CD, respectiv DA.

Obţinem MM ′ = OM − OM ′ = R −

√
R2 − x2

4 . Analog deducem că

NN ′ = R −

√
R2 − y2

4 , PP ′ = R −

√
R2 − z2

4 şi QQ′ = R −

√
R2 − t2

4 .

Fie f : (0, 2R] → R, f(x) = x

2 ·

R −

√
R2 − x2

4

 .

Avem SABM = AB · MM ′

2 = f(x). Analog obţinem SBCN = f(y),
SCDP = f(z) şi SDAQ = f(t). Se arată uşor că funcţia f este strict crescă-
toare, deci f(x) = f(y) = f(z) = f(t) dacă şi numai dacă x = y = z = t,
adică dacă şi numai dacă ABCD este pătrat.

Generalizare: Se consideră n ∈ N, n ⩾ 3, poligonul A1A2 . . . An

înscris într-un cerc de centru O şi rază R şi mijloacele M1, M2, . . . , Mn ale
arcelor mici de cerc A1A2, A2A3, . . . , An−1An, respectiv AnA1. Dacă ariile
triunghiurilor A1A2M1, A2A3M2, . . . , An−1AnMn−1 şi AnA1Mn sunt egale,
atunci poligonul A1A2 . . . An este regulat.
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