Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

ViitoriOlim P ICi.ro Editia a IV-a 2012-2013

¢

P2. Aratati ca
a) pentru orice o € R i orice n € N* are loc egalitatea

cos(a) 1 0 0 0 0
1 2 cos(a) 1 0 0 0
0 1 2 cos(a) 1 0 0
COS(?’LO() = 0 0 1 2 COS(Oé) 1 0
0 0 0 1 2cos(a) 1
0 0 0 0 1 2 cos(a)
b) Deduceti ca
2
2V/2" cos (n - arccos <§>) €2Z+1 ,(¥)ne N~
R: a) Pentru orice n € N* notam
cos(v) 1 0 0 0 0
1 2 cos(a) 1 0 0 0
0 1 2 cos(a) 1 0 0
A, (a) = 0 0 1 2cos(a) 1 0
0 0 0 . 1 2cos(a) 1
0 0 0 . 0 1 2 cos(a)

si demonstram afirmatia din enunt prin inductie dupa n € N*.
Pentru n = 1, avem ca cos(1 - ) = cos(a) = Ay, iar pentru n = 2

cos(2a) = cos*(a) — 1 = Ay(a).

Presupunand ca egalitatea din enunt, are loc pentru doua valori consecutive n gi n + 1,
avem ca

cos((n+2)a) = 2cos(a)-cos((n+1)a) —cos(na) = 2cos(a)-Apir(a) — Ay (o) = Apia(a).

b) Conform punctului a) are loc egalitatea

n V2 (v
2v'2"™ cos (n - arccos (T)) = 2V/2"A,, (T)

de unde inmultind prima linie cu 2v/2, a doua coloana cu v/2, a treia linie cu v/2, a patra
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coloand cu v/2, ete, obtinem atunci ca

140 0 O 0 0
111 0 0 0 0
021 2 0 0 0
D) 001 1 1 0 0
2V 2" cos | n - arccos £ = =k, € Z.
4 000 2 1 2 0
000 O 0
000 0O 0 O 1
Calculand modulo 2 avem atunci ca
1 00 0 O 0 O
1 1 0 0 0 O
001 0 O 0 0
001 1 1 0 0
k, = = 1(mod 2),
000 0 1 0 0
000 O 0
000 0 0 o0 ...1

astfel ca k, este impar, pentru orice n € N*,
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