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Problema 1. Fiep ∈ N un număr prim şi

P = {z ∈ C| ∃n ∈ N : zp
n

= 1}.

Arătaţi că:
a)P este un grup abelian ı̂n raport cu operaţia de ı̂nmulţire anumerelor complexe;
b) Mulţimea subgrupurilor proprii ale luiP este{Hn|n ∈ N}, undeHn = {z ∈ C| zpn =

1}.
Soluţie.
a) Cum(C∗, ·) este un grup abelian, este suficient să arătăm căP ≤ C∗. Din definiţie avem

că
P =

⋃

n∈N

Hn .

De asemenea, pentru oricez, w ∈ Hn avem că

( z

w

)pn

=
zp

n

wpn
= 1 ,

astfel căHn ≤ C∗, ∀n ∈ N. Cum

H0 < H1 < · · · < Hn < . . . ,

obţinem căP ≤ C∗, şi prin urmareP este un grup abelian.
b) Pentru oricen ∈ N∗, subgrupulHn este ciclic, generat de orice elementz ∈ Hn \Hn−1.

În plus,
P = H0 ∪

⋃

n∈N∗

(Hn \Hn−1) .

Fie acumS ≤ P un subgrup al luiP .
• DacăS este finit, atunciS = H0 sau există unn ∈ N∗ maxim cu proprietatea căS∩ (Hn \

Hn−1) 6= ∅. Rezultă căS ≤ Hn = 〈S ∩ (Hn \Hn−1)〉 ≤ S, astfel căS = Hn.
• DacăS este infinit, atunci pentru oricen ∈ N existăm ∈ N∗ cu m ≥ n astfel ı̂ncât

S ∩ (Hm \Hm−1) 6= ∅. Dar atunciHn ≤ Hm ≤ S şi rezultă că

P =
⋃

n∈N

Hn ≤ S ≤ P ,

deciS = P .
Prin urmare, mulţimea subgrupurilor proprii ale luiP este{Hn|n ∈ N}.

Problema 2. Să se calculeze

lim
n→∞

π

4
∫

0

tg(x)ndx

π

2
∫

0

sin(x)2ndx

.
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Soluţie.

NotămIn =

π

4
∫

0

tg(x)n dx, respectivJn =

π

2
∫

0

sin(x)n dx, astfel că trebuie să calculăm limita

lim
n→∞

In

J2n

.

Evident,In > In+1 > 0 şi Jn > Jn+1 > 0, pentru oricen ∈ N.
DeoareceIn + In+2 =

1

n+1
, ∀n ∈ N, rezultă că au loc inegalităţile

1

n+ 1
= In + In+2 < 2In < In + In−2 =

1

n− 1
, ∀n ≥ 2.

Astfel, lim
n→∞

nIn = 1

2
.

Pentru şirul(Jn) avem căJ0 =
π

2
, J1 = 1 şi este verificată relaţia de recurenţă

Jn =
n− 1

n
· Jn−2 , ∀n ≥ 2.

Obţinem că

J2n =
(2n− 1)!!

(2n)!!
· π
2

şi J2n+1 =
(2n)!!

(2n+ 1)!!
, ∀n ∈ N.

Rezultă cănJnJn−1 =
π

2
, ∀n ∈ N∗. Obţinem inegalităţile

n

n+ 1
· π
2
=

n

n+ 1
· (n+ 1)JnJn+1 < nJ2

n < nJnJn−1 =
π

2
,

de unde avem călim
n→∞

√
nJn =

√

π

2
. Dar atunci lim

n→∞

nJ2n = ∞ şi obţinem

lim
n→∞

In

J2n

= lim
n→∞

nIn

nJ2n

=
1

2

∞ = 0.

Problema 3. Determinaţi toate polinoamele monice ireductibile de grad cel mult4 dinQ[X ]
cu proprietatea că pentru orice rădăcinăz ∈ C a polinomului,z2 este de asemenea o rădăcină.

Soluţie.
FieP un polinom care verifică toate condiţiile din enunţ.
• DacăP are rădăcinaz = 0, atunciX|P , şi cumP este ireductibil, rezultă căP = X.
• Dacă rădăcinile luiP sunt nenule, fieZP mulţimea rădăcinilor luiP şi z ∈ ZP o rădăcină.

Conform ipotezei,card(ZP ) ≤ grad(P ) ≤ 4, iar {z, z2, z4, z8, . . . } ⊆ ZP . Rezultă căz este
o rădăcină a unităţii. Dacăn este ordinul luiz ı̂n (C∗, ·), iar Φn al n−lea polinom ciclotomic,
atunciΦn|P şi din ireductibilitatea luiP rezultă căP = Φn. Cum z2 este de asemenea o
rădăcină de ordinn a unităţii, rezultă că(n, 2) = 1, iar cumgrad(P ) ≤ 4, obţinem căϕ(n) =
grad(Φn) ≤ 4. Numerelen care satisfac cele două condiţii de mai sus sunt1, 3, 5. Obţinem că
P = X − 1, P = X2 +X + 1 sauP = X4 +X3 +X2 +X + 1.

Prin urmare, mulţimea polinoamelor care satisfac condiţiile din enunţ este

{X,X − 1, X2 +X + 1, X4 +X3 +X2 +X + 1}.


