COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015
FAZA JUDETEANA

ABSTRACT. Comments on some of the problems presented at the 2015
District Round of the National Mathematics Olympiad.

Se adreseaza claselor IX, X, XI, XII.
Data: 16 martie 2015.
Autor: Dan (le druide) Schwarz, Bucuresti.

Pour le courage, pour pas qu’il y ait de faille,

Pour rester grands et fiers quand nous serons

dans la bataille.

Quand mon regard se posa tout autour de mot,
Jétais le seul debout de la tribu; voila pourquoill

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Judetene a Olimpiadei de Matematica
2015 reflecta, ca de obicei, opinia personald a autorului. Ele sunt adaugate
la o prezentare selectiva a probelor de concurs[]

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. CLASA A IX-A

Subiectul (2). Determinati numerele reale a $i b pentru care egalitatea
lax + by| + [bz + ay] = (a+ )|z + y]
este adevaratd oricare ar fi numerele reale x $i y.

Solutie. Pentru y = —x avem |(a — b)x| + [ (b — a)x] = 0, ceea ce forteaza
, caci altfel pentru = 1/2(a — b) obtinem —1 = 0, absurd.

Pentru y = 0 obtinem atunci |az| = a|z|. O posibilitate este ,
care evident este acceptabila; altfel pentru z = 1 obtinem |a| = a, deci
a € Z*. Dar acum pentru x = 1/2 obtinem |a/2] =0, deci 0 < a < 2, ceea
ce forteaza , care posibilitate este si ea acceptabila. O

La tribu de Dana — Manau, https://www.youtube.com/watch?v=zoPp69wxLEI
2Lipsesc unele probleme, la care nu am gasit interesul de a fi prezentate. Solutiile
oficiale si baremele de corectare pot fi consultate la http://ssmr.ro/bareme. Rezultatele
finale (dupa contestatii) vor fi afisate pe site-ul Inspectoratului Bucuresti.
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Subiectul (3). Fie m gin numere naturale, cu m > 2 gin > 3. Demonstrati

ca exista m numere naturale nenule distincte a1, as,as, . .., an, fiecare dintre
ele divizibil cu n — 1, astfel incat
1 1 1 1 1
f:7_7+7_...+<_1)m*17.
n ay a as Qo
G.M.-B.
1 1

Solutie. Aducdndu-ne aminte de arhicunoscuta relatie — = —
n n—1 nn-1)

pentru n > 2 natural, este usor si luim ay = (n— 1) pentru 1 <k <m—1
§i am = n(n —1)™~1. Solutiile oficiale "make heavy duty” in jurul aceleiasi
aceste simple idei. O

Subiectul (4). Determinati toate functiile f: N* — N* care verifica relatia

d(z, f(y)) - m(f(z),y) = d(z,y) - m(f(x), f(y)), oricare ar fiz,y € N7,

unde d(a,b) sim(a,b) desemneazd cel mai mare divizor comun, respectiv cel
mai mic multiplu comun al numerelor naturale a sib.

Solutie. Membrul drept este simetric in x, y, deci

A, f(y) - m(f@)y) = (d@,y) - m(F@), @) = dly. @) - m(F ), 2):

Pentru y = f(x) obtinem d(z, f(f(x))) = m(f(f(x)),x), ceea ce forteaza

f(f(x)) = z. Fie f(1) = u; atunci 1 = f(f(1)) = f(u). Luand acum y = 1
obtinem d(z,u) - f(z) = m(u, ). Pentru valoarea particulard z = u? avem

d(u?,u) - f(u?) = m(u, u?), adica f(u?) = u, deci u? = f(f(u?)) = f(u) =1,

care forteaza u = 1. Finalmente, d(z,u) - f(x) = m(u,x) se scrie acum

f(z) = x| pentru x arbitrar, functie f care verifica relatia din enunt,. O

Rezultatele primei corectari la aceasta clasa sunt surprinzatoare. Multe
puncte deduse, mai ales la problemele 2, 3 gi 4 (problema 1 a fost o banala
si ugoara geometrie).

2. CLASA A X-A

Subiectul (1). Ardtafi ca pentru orice n > 2 natural, are loc inegalitatea

n—1

Z\/W 2n+2°

G.M.-B.

Solutie. Pentru orice 1 < j <k avem j(2k +1 — j) < k(k+ 1), prin urmare
(2k)! < (k(k 4+ 1))* pentru k > 2. Asadar

~ 1 —~ 1 = (1 1 n—1
£/ (2k)! ~ ;k(wrl) _; (k_ k+1> T +2
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O simpla telescopare, pentru o inegalitate destul de slabéﬂ Desigur, inductia
functioneaza la fel. Dar folosirea semnului > este cu totul neavenita. O

Subiectul (3). Determinati numerele compleze z pentru care are loc relatia
|2| + |z — 5i| = |z — 24| + |z — 34].

Solutie. Avem |5(z — 2i)| = [3z + 2(z — 51)| < [3z] + |2(z — 5i)| si la fel
15(z — 3i)| = |22 + 3(2 — 5i)| < |22| + |3(2 — 5i)|. Prin adunarea relatiilor
obtinem |z — 2i| 4+ |z — 3i] < |z| + |z — 5i|. Egalitate se obtine deci (din
cazurile de egalitate din inegalitatea triunghiului) pentru doar z = yi, unde
y € (—00,0] U[5, +00). O

Subiectul (4). Fie f: (0,00) — (0,00) o functie neconstantd care are pro-
prietatea

f(@¥) = (@)W,

pentru orice x,y > 0. Sa se arate ca

flay) = f(@)f(y) si fx+y) = fz)+ fy),
pentru orice x,y > 0.

Solutie. Avem (prin proprietatile elementare de manipulare a exponentilor)

@) ® = f(a¥) = [(@)) = f@)O = (f@)/ )P = fa)f 06,

deci, deoarece exista z > 0 cu f(z) # 1, vom avea f(yz) = f(y)f(z) pentru
orice y, z > 0. Dar atunci si

F@) 042 = f@¥?) = fa¥a®) = f@) f(27) = f@) W f)! ) = f(a)/ @+,
deci f(y+ z) = f(y) + f(z) pentru orice y, z > 0.

De notat ca exista o singura astfel de functie neconstanta; singura functie
reala aditiva si multiplicativa este functia identitate f(z) = z (iar singura
functie constanta care verifica relatia din enunt este f(z) = 1). O

3. CLAasA A XI-A

Subiectul (1). Fie f:[0,1] — [0,1] o functie cu proprietatea cda pentru
oricare y € [0,1] si oricare € > 0 exista x € [0,1] astfel incat |f(z) —y| < e.

a) Demonstrati ca daca f este continud pe [0,1] atunci f este surjectivd.
b) Dati un exemplu de functie f cu proprietatea din enunt, care sa nu fie
surjectiva.

. PO A .
3Pentru n = 999 WolframAlpha ofera o valoare mai mare decat 100 timp ce marginea

. o Dy . 1 .. . <
din problema este mai mica decat 3 Ca o curiozitate, seria E este convergenta,

1
= V(2Kk)!

foarte probabil la o valoare subunitara.
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Solutie. Conditia din enunt se traduce prin a spune ca imaginea lui f este
densa in [0, 1]. Se dovedeste Insa ca era suficient sa fie data pentruy € {0,1}.
a) O functie reala continua isi atinge extremele pe un interval marginit

inchis. Daca am avea M = m[ax] f(z) < 1, atunci conditia din enunt ar fi
z€|0,1

contrazisa pentruy = 1gie = (1—M)/2. Daca am aveam = m[in] f(z) >0,
z€[0,1

atunci conditia din enunt ar fi contrazisa pentru y = 0 i ¢ = m/2. Prin
urmare avem m = 0 gi M = 1. Deoarece insa o functie continua definita pe
un domeniu conex are proprietatea valorii intermediare (zisa si Darboux),
surjectivitatea rezulta imediat.

b) Un exemplu imediat (inspirat de functia lui Dirichlet) este f(z) = x
pentru z € Q N[0, 1], definitd arbitrar in rest. O

Subiectul (4). Fie (xn)n>1 un gir de numere reale din intervalul [1,00).

Presupunem ca sirul (ygk)) oy definit prin y#}) = Lmﬁj n > 1, este
n

convergent pentru orice k € N*. Sa se demonstreze ca sirul (zy)n>1 este
convergent.

Solugie. Problema pare redutabila, dar este o simpla consecinta a faptului ca
un sir convergent de numere intregi este finalmente constant. Sirul (zy,)n>1
se dovedeste evident marginit. Presupunerea de divergenti, anume faptul

ca A = liminf x,, < limsup z,, = A, duce imediat la contradictie, caci atunci
n—00 n—o00

lim (Ak — )\k) = o0; pe de alta parte, pentru ¢ = lim yﬁlk), avem evident
k—o00 n—00

|AF = NB| = (AR — £3,) — (VF — )] < |AF — 0] 4+ [N — 4] < 2[] O

Problemele 2 si 3 (de algebra liniara) au fost mai taxante decat aceasta
problema 4. Punctajele sunt in general mai scazute decat la celelalte clase,
caci probabil — cu exceptia problemei 1 — problemele clasei a XI-a au fost
mai laborioase si dificile.

4. CLASA A XII-A

Subiectul (1).

a) Rezolvati ecuatia P —z42= 0, T € Zr.

b) Determinati numerele naturale n > 2, pentru care ecuatia ?—z4+2 =0,
x € Zn, are solutie unica.

G.M.-B.

Solutie. Odata ce lucrez in Z,,, refuz sa folosesc notatia greoaie si invechita
a pentru elemente a € Z,,.

(=n"

4De observat ci reciproca nu raméane adevarata. Sirul (z,),>1 dat de z, =2+

pentru n € N* este convergent la limita 2, dar girurile (yflk)) sunt divergente pentru
n>1

orice k € N*, avand fiecare exact dous puncte de acumulare, anume 2% — 1 si 2%,
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a) Deoarece 2 este inversabil in Z7, se poate folosi formula obignuita a

1++/1-— 1
ﬂ = 3 = 4 (mod 7), agsadar

avem solutie unica z = 4 (fapt nu de mirare, avand in vedere punctul b)).

ecuatiei de gradul II, anume z12 =

b) Evident ca daca x este solutie, atunci gi 1 — z este solutie (relatiile Viete
continua sa functioneze). Deoarece dorim solutie unica, trebuie x = 1 — =z,
adica 2x = 1. Prin urmare 2 este inversabil in Z,, (deci n impar), si atunci
se impune = 27!, Introducand in ecuatie, obtinem

272271 42=-2"2(1-248)=2"2.7=0 (mod n),
de unde n = 7 ca unica posibilitate.

Nu-mi pot inchipui ce vini au fost gasite in redactarea solutiilor la aceasta
non-problema; scoruri de 2.5, 3, 3, 4.5, 5.5, la copii pe care 1i cunosc, si care ar
rezolva acest exercitiu la ora trei noaptea, intr-un picior, cu o mana legata la
spate gi un ochi inchis (daca nu chiar ambii). Ca gi la alte clase, sa agteptam
rezultatele contestatiilor ca sa putem vedea mai clar ... [l

Subiectul (3). Determinati functiile continue gi crescatoare f: [0,00) — R,
care indeplinesc conditia

[ e [Ciwacs [

oricare ar fi x,y € [0,00).

Solutie. Avem
-ty T y z
02/0 f(t)dt—/o f(t)dt—/o f(t)dt:/o (fly+1t)— f(t)dt >0,

deci / (fly+1t)— f(t))dt = 0 oricare ar fi z,y € [0,00). S& presupunem
0

ca exista 0 < z < y astfel incat f(x) < f(y). Atunci, din doar monotonie,

0= [(W+0-sw)aez [ (1) - f@)dt= () - 1) >0
0 0

contradictie. Prin urmare f(z) = c¢(onstantd) pentru x > 0, cu si f(0) < ¢,
iar aceste functii evident indeplinesc conditia cu integrale din enunt. Totul
este In ordine, céci monotonia este suficienta pentru a avea integrabilitate
pe intervale marginite. Daca vrem neaparat sa gasim functiile continue,
aceastda cerinta nu face decat sa forteze si f(0) = CE|

Este o usoara naivitate a solutiei oficiale sa invoce continuitatea (caci
monotonia este de ajuns), pana la momentul final (si inevitabil) f(0) = c.

5Cu o zi inainte de etapa judeteana, urmatoarea problema apare pe AoPS; aflu ca este
si ea din G.M.-B. Find all non-decreasing functions f, g, h: [0,00) — R so as to have

/Oz+yf(t)dt:/()Ig(t)dt+/0yh(t)dt

for all z,y > 0. Solutia postatd determind faptul c& f = g = h = c(onstantd) pe (0, c0).
)
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O banalitate transparent deghizata ... Este o mare penurie de probleme
interesante (cu toate unele anunturi gi promisiuni vehiculate) daca o astfel
de chestiune a fost judecata corespunzatoare. O

Subiectul (4). Fie m sin doud numere naturale, n > 2, fie A un inel care
are exact n elemente, si fie a un element al lui A, astfel incit 1 — a* este
inversabil, oricare ar fik € {m+1,m+2,...,m+n—1}. Ardatati cd a este
nilpotent (i.e., exista un numdar natural nenul p, astfel incit a? =0).

Solutie. Problema este evident intentionata a oferi o contrapozitie afirmatiei
bine-cunoscute ci daci a este nilpotent atunci 1 — a* este inversabil pentru
orice numér natural nenul k. Intr-adevir, daci a este nilpotent de ordin p
atunci si b = a¥ este nilpotent de ordin cel mult p, si acum avand relatia
(1—=b)(1+b+---+b71)=1—1tP =1, obtinem imediat rezultatul dorit.

Fie 1 </ <n—1. Atunci (méacar) unul dintre cele n — 1 numere naturale
consecutive din {m + 1,m + 2,...,m + n — 1} este divizibil prin ¢, deci
¢|m+j=kpentruun 1 < j < n — 1. Deoarece atunci 1 —a’ | 1 — a¥,
rezulta ci si 1 — al este inversabil. Pentru a = 0 afirmatia din problems este
triviala, deci fie @ # 0. Daca toate cele n — 1 elemente 1 —af, 1 < £ <n—1,
ar fi distincte (si nenule, fiind inversabile), ar rezulta ca A este corp, deci
a # 0 inversabil; dar atunci a”~! =1 ar duce la 1 — a”~! = 0, absurd. Prin
urmare existd 1 <p<g<n—1lcul—aP =1-a4 adica 0 = aP(1 —a?™P),
de unde a? = 0, caci 1 — a?7P este inversabilﬁ

Solutia oficiala se complica in mod inutil, folosind gi nigte notatii usor
prolixe. O

Subiectele clasei a XII-a au fost de data aceasta cu totul banale (de obicei
ele erau de buna calitate, dar ceva mai grele decat cele ale celorlalte clase).

5. INCHEIERE

In rectificare la comentariile precedente, SSMR a revenit la postarea unei
harti a Romaniei, cu link-uri pentru fiecare judet, catre problemele (si uneori
doar, solutiile lor oficiale; pacat ca nu la toate judetele) etapei locale de acolo.

Ideea de a trece sub tacere numele autorilor se perpetueaza. Motivul lipsei
acestel informatii elementare ma eludeaza. Subiectele au fost vaduve de
stralucire. Calitatea generala a acestei etape judetene este medie. S-a redus
numarul de erori flagrante, dar problemele propuse sunt destul de anoste.
Nici umbra de combinatorica — aceasta disciplina care poate aduce sclipirea
si interesul unui concurs printr-un singur enunt, intrigant si care indeamna
la nascocire. Culoarea gri predomind, nicio problema nu este memorabila si
nici nu trimite mai departe la curiozitatea care genereaza studiul si eruditia.

6S4 remarcim cd nu este suficient si stim doar ci 1 — a® este inversabil pentru n — 2
valori k € {m +1,m+ 2,...,m + n — 2}, de exemplu pentru A corp, m = 0, gi a un
element primitiv.
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Am aflat recent cd la etapa locala a Olimpiadei de Informaticd — din
Bucuresti, cel putin — li s-a interzis copiilor sa ia acasa foile cu testele de
concurs. In ceea ce privegte Olimpiada de Matematicd, unele judete — s&
zicem Mehedinti — nu au postat solutiile oficiale, baremele, si nici rezultatele
(cele de la clasele de liceu). Este de inteles, cu probleme gresite la clasele a
V-agi a [X-a, o solutie complet eronata la clasa a XI-a, o gregeala de tipar la
una din problemele clasei a XII-a (care o facea de nerezolvat), si o problema
2 excesiv de grea la clasa a VIII-a (doar trei punctaje peste medie, la peste
60 de participant_;i)ﬂ

Toate acestea imi dau o idee. Pe viitor, la toate olimpiadele de stiinte,
nu numai sa se confiste foile cu subiecte la sfarsitul concursului, dar cu un
dispozitiv ca din "Men in Black” sa i se stearga fiecarui copil — la iesirea
din sald — amintirea ultimelor trei ore. Astfel se evita si orice contestatie,
solutiile oficiale si baremele pot fi in mod ceremonios incinerate la sfarsitul
corecturii, gi niciun ochi neavenit nu va vedea nimic — impiedicand astfel si
comentariile mele future.

"M, face si-mi amintesc un canticel din vremea studentiei mele

(cAmpia sub luni)
ce-ngroapa pisica
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