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Scopul acestei lectii este de a vedea cum identificarea unui caz de egalitate ne poate
sugera ce estimare sa facem, sau, dimpotriva sa nu facem.
Astfel, in inegalitatea
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2b+3c  2c+3a  2a+3b ’ (1)

poate fi, la o prima vedere, tentant sa incercam o minorare de tipul

a® + 4b* > 4ab ().

Ar fi atunci suficient sa demonstram inegalitatea

4ab N 4bc n dea S at b 2)

2b+3c  2c+3a  2a+3b '
Insi este usor de vazut ca pentru a = b = ¢ avem egalitate in inegalitatea (1), insa
nu si in inegalitatea a® + 4b? > 4ab, care in cazul a = b = ¢ va fi stricta. Astfel
este clar ca inegalitatea (2), nefiind satisfacuta in cazul @ = b = ¢, nu mai este
adevirata. In concluzie, incercand s folosim (¥) STRICAM CAZUL DE EGALI-
TATE, deci vom obtine o inegalitate care nu mai este valabila. Examinand agadar
cazul de egalitate ne ajuta sa excludem din start unele idei aparent ,,plauzibile”.

La alte inegalitati, cazul de egalitate ne poate chiar sugera pasul de pornire.
Pentru inegalitatea conditionata de a,b,¢ >0, a+b+c=1,
a b c 3

\/1—a+\/1—b+\/1—cz 2 (3);

se vede imediat ca avem egalitate daca a = b = ¢ = 3 Cum putem majora

numitorii membrului stang? Ideea naturala este de a majora radicalul folosind

1+(1-—
inegalitatea mediilor. Tentativa cu /1 —a = /1 (1 —a) < # nu este

e . y 1 y s y .

satisfacuta cu egalitate daca a = b=c = 3 aga ca trebuie sa adaptam metoda: in
: 2 A . O e .

cazul de egalitate, avem 1 —a = 3’ aga incat ne vine ideea sa aplicam inegalitatea
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mediilor pentru numerele 3 sil—a (inlocdelsil—a). Avem 3 (1—a) <
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litatea (3) este asadar suficient sa demonstram ca
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\/; . Pentru a demonstra inega-
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dica. scriind & 5 = 5a+5b+5 a + b + ¢ > 1
adlCa, SCriind ca = aoQa C —.
’ "2a+5b+5¢c Hba+2b+5c ba+5bc+2c 4

Amplificand cele trei fractii din membrul stang cu a, b si respectiv ¢ si aplicand
inegalitatea CBS (forma Bergstrom), obtinem inegaliatea dorita.

Exemple.

1. Fie a, b, c numere reale strict pozitive, a < 4, b < 9si a+b+c = 49. Sa se arate

ca
1 1 1

—t—+—=>1
Ve Vboe Mircea Lascu
Notand v/a = x, Vb =y, /e = z, avem ci = < 2, y < 3 i 22 + % + 22 = 49.

1 1 1
Inegalitatea de demonstrat revine la — + — + — > 1. Forma mambrului stang ne
xr Yy oz

sugereaza sa consideram media armonica a numerelor x,y, z. Insd observam ci
avem egalitate pentru x = 2,y = 3,z = 6, caz pentru care, daca aplicam inega-
litatea mediilor pentru numerele x,y, z, stricam cazul de egalitate. Observam ca
3r = 2y = z, de unde ideea:
6 < \/(3:1:)2 + (32)% + (32)? + (2y)* + (2y)* + 22
1 1 1 1 1 1= 6

6.

\/27x2+8y2+22 B \/(w2+y2+z2)+26x2—|—7y2 - \/49+26-4+7-9 B
6 B 6 - 6 B
2. Fiea,b,c,d > 0 cu proprietatilea < 1, a+b < 5, a+b+c < 14, a+b+c+d < 30.

Si se arate ci v/a + Vb + /¢ +Vd < 10.
baraj Romania, 1977

Observam ca cele patru conditii, dar si inegalitatea de demonstrat, sunt satisfacute
dea=1,b=4,c=9,d=16. Vom aplica inegalitatea mediilor pentru fiecare
radical, avand insa grija sa nu stricam cazul de egalitate.

1 1 1
Astfel, \/E+\/?_)+\/E+\/E:\/1~a+§~\/4~b+§~\/9~c—i—1-v16-d§

I+a 440 9+c¢ 16+d 12a+6b+4c+3d+120

2 + 4 + 6 + 8 24
3(a—|—b+c—|—d)—|—(a—|—b+c)+2(a+b)+6a+12()<
48 -
12-30+14+2-5+6-1+120_10
24 o

Egalitatea, vedem, are loc numai pentru valorile ghicite la inceput.



3. [1] Fie a, b, ¢ numere reale pozitive. Aratati ca

100ab
(a+b)2+(a+b+4c)2ZM.
a+b+c

baraj Hong Kong, 2001

Nu este ugor de intuit ca egalitatea are loc daca a = b = 2c¢. Apoi, din inegali-

tat il by a+a+b+b+ S5 sla*b?c D
atea mediilor, a c=|=-4+-+-4+-+c ~ . De asemenea
’ 2 2 2 2 - 16 ’

(a+b)?+(a+b+4c)? = 2(a®+b*+8c*+2ab+4ac+4bc) = 2(a®+b*+4c*+4c*+ab+ab+
2ac + 2ac + 2bc + 2bc) > 210 - ¥/ (a2)(b?)(4c?)(4c2) (ab)(ab)(2ac)(2ac)(2bc)(2bc)
inmuh;ind cu relatia precedenta obtinem concluzia. Remercati aparent ciudata
impartire a termenilor inainte de aplicarea inegalitatii mediilor: scopul a fost sa
facem termenii egali.

Cazul de egalitate in inegalitatile clasice.

Diferitele inegalitati clasice au diferite cazuri de egalitate. De exemplu, in inega-
litatea mediilor avem egalitate daca numerele sunt egale; in inegalitatea Cauchy-
Buniakowsky-Schwarz (CBS) avem egalitate daca a;-urile sunt proportionale cu
b;-urile; in inegalitatea rearajamentelor avem egalitate daca a;-urile sunt egale sau
daca b;-urile sunt egale; in inegalitatea lui Schur avem egalitate daca cele trei vari-
abile sunt egale sau daca doua sunt egale si cea de-a treia este nula.

Identificarea cazului de egalitate poate sugera care anume egalitate trebuie aplicata.

1. [1] Fie S(a, b, c) aria unui triunghi care are laturile de lungimi a, b, c. Aratati ca

\/S(x,y,z) + \/S(x’,y’,z’) < \/S(a:—i—x’, y+vy, z+2).

Intuim ugor ca avem egalitate atunci cand triunghiurile sunt asemenea, adica atunci
A x Yy . . N .
cand — = = = —. Deoarece acesta este tocmai cazul de egalitate in inegalitatea
x Yy z
CBS, ne gandim ca va trebui sa aplicam respectiva inegalitate.

r+y+z ., d+y+7

Notam cu p respectiv p’ semiperimetrele p = — sip = — s Atunci
(x+2")+y+y)+(z+2)
5 =p+p.

Cu formula lui Heron, inegalitatea de demonstrat revine la

Ve —2)p—y)p—2) + VPP — ) —y)p — ) <

Vo+p)p+p —z—a)p+p —y—y)p+p —z—2).
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Aplicam de doua ori inegalitatea CBS:

Ve —z)p—y)p—2) + VP W — ) —y)p — ) <

J V=4 V=] [V 03+ Vi 7)) <

\/\/(p+p’)(p—:v+p’—ﬂs’) Ne—y+r—y)p—z+p —2) =

Vo+p)p+p —z—2)p+pr —y—y)p+p —2—2).

2. Aratati ca daca a,b,c > 0 satisfac a + b + ¢ = 3, atunci

2
ab(a +b) 4+ be(b+ ¢) + ca(c +a) < Z7

N . v <1 - 3.
Observam ca avem egalitate daca doua dintre variabile sunt egale cu 3 iar cea de-a

treia cu 0. Asta ne duce cu gandul la inegalitatea lui Schur:
a"(a—b)(a—c)+b"(b—a)(b—c)+c"(c—a)(c—b) = 0, Va,b,c>= 0,r>0. (4)

Pentru r = 1 aceasta inegalitate revine la a® + b3 + ¢ + 3abc > a?b + a*c + b%a +
b%c + 2a + 2.
Inegalitatea din enunt se scrie

(a+b+c)

ab(a +b) 4+ be(b+ ¢) + ca(c+a) < 1 )

adica a® + b3 + 3 + 6abe > a?b+ a’c + b?a + b?c + c?a + b, inegalitate care rezulta
din (4) si 3abc > 0.
Aplicatii.

1
1. Aratati ca daca z,y, z > 0 satisfac 22 + 9% + 22 + 2zyz = 1, atunci xyz < 5

Marian Tetiva, enunt partial
2. Dacd a, b, ¢ > 0 satisfac a+b+c = 1, aratati ca 5(a®+b*+c?) < 6(a®>+b>+c)+1.
Mihai Piticari, Dan Popescu [2]
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