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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Locale a Olimpiadei de Matematica 2012,
Bucuresti, reflectda, ca de obicei, opinia personala a autorului. Ele sunt
addugate la o prezentare selectatd a probelor de concurs.’

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. CLAsA A IX-A

Subiectul (1). Se considera multimile M = {1,2,...,2012}, A={2zx+1|
reN}NM,B={3z+2|zeN}nM,C={bzr+4|xeN}NM.
a) Determinati numarul elementelor mulfimilor
A, BgiC.
b) Determinati numdarul elementelor multimii AN BNC.

M. Perianu

Solutie. Desigur, problema nu trebuia semnata.

Se vede cu usurinta ca A+ 1=2N"N(M +1), B4+1=3N"N(M + 1),
C+1=5N"N(M+1),si(AnBNC)+1 = 30NN (M + 1), de unde
|A| = 1006, |B| =671, |C| =401, |ANBNC| = 67. O

Subiectul (2). Pentru fiecare numar natural n > 2 se considera numdrul

1 1 /1
E(n) = (n 172 + \/(n pP 4+ tEl +1 (n—1 semne radical).

Ardtati ca |[nE(n)| = n pentru orice numadr natural n > 2.

F. Dumitrel

Lipsesc unele probleme, la care nu am gisit interesul de a fi prezentate.
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Solutie. Se cere deci a demonstra ca n < nF(n) < n+ 1. Prima inegalitate
este triviala (strict), caci sub fiecare radical se afla un numar supraunitar.
Faptul ca nE(n) < n + 1 este imediat demonstrat prin inductie, caci
1
2B(2) =22 <2+ 1 =3, iar (n+ 1)E(n+1) = (n+ 1)/ = + E(n) <
n
n+1

V1+n(n+1) <n+2revine la 3n + 1 < n?, adevirat pentru n > 2.

Aceasta problema a fost in mod clar mai dificila pentru concurenti decat
problema 4, deci a fost prost plasata in ordinea subiectelor de la clasa. [

Subiectul (4). Numerele reale x,y, z,t verifica relatiile x +y+z+t =0 gi
22+ 2+ 224+ 12 =1. Ardtati cd —1 < xy +yz + 2t +tx < 0.
* kok

Solutie. Avem z +z = —(y+t), sizy+yz+z2t +te = (x4 2)(y + t) =
—(z+42)? < 0. Pe de altd parte, (zy+yz+zt+tz)+1 = (zy+yz+2t+tz)+

@492+ ) = (@ +yf ++ 9P+ (4024 (2 20, O

Subiectele clasei a [X-a au fost deosebit de usoare, de nivelul unei teze
medii; mai mult — din pacate — de o banalitate descurajanta.

3. CLasa A X-A

Subiectul (1). Rezolvati, in multimea numerelor reale pozitive, ecuatia
27" = 10.

M. Perianu
Solutie. Avem x1%lgz = 1, deci lgz > 0, si © > 1. Functia f: (1,00) = R
definita prin f(z) = 2'0lg x este strict cresciitoare (ca produs de functii strict
crescitoare), si cum /10 este o solutie, rezultd si ca este unica solutie. [
Subiectul (2). Fie x un numar real, si numerele reale a,b,c € (0,00) astfel
incat a® + b + & = a® Tt et Ardtati cd a® 13 + b2 4 2213 > 9,

M. Chirciu

inegalitatea
z+1pzr+1 x+1 z+1pz+1 241

2z /3+1p20/3+1 22/3+1 _ a"mb e <> 9% b* e _
a®/3pr/3cx/3 T 7 T 4 T 4 ¢

Solufie. Avem a27+3 4 p27+3 1 2743 > 3,20/3+120/3+1 20/3+1 (

mediilor), si 3a
(din nou inegalitatea mediilor).
Subiectul (3). Fie f: R — R o functie cu proprietatea ca f (f(ac)3) =z
pentru orice v € R. Aratati ca f este bijectivd, si ca f(f(z)) = .

X % 3k

Solutie. Functia f este injectiva caci pentru f(z;) = f(x2) avem z; =
f(f(x1)3) =f (f($2)3) = x9; sl este surjectiva caci f(x = f(y)S) =y,
pentru orice y € R.

Acum, f (f(f(2))?) = f(z), deci f(f(2))® = @, asadar f(f(z)) = ¥z. O
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Subiectul (4). Se considera numerele complexe z1, 22, . .., z100 avand pro-
prietatea cd zxzpr1 — 22K + 4 = 0 pentru orice k € {1,2,...,99}.
a) Ardtati ca z1z2 - - 299 este numdr intreg negativ.
99
1

b) Calculati suma .
) ;44—2‘,%‘ +’2kzk+1‘

M. Perianu
: 2z, —4 o :
Solutie. Avem zp, 1 = P Considerand functia f: C* — C\ {2}
k
22 —4
definita prin f(z) = ZT, avem deci zx4+1 = f(zx). Dar functia f(2)

5 S I(@) ==
a) Atunci z123---209 = (a1f(21) f(F(2))* = (zl

833,

are ca iterate f(f(z)) =

221 —4 -8 33
Z1 221 —4 ’
care revine la —

b) Avem deci zf(2)f(f(z)) = —8. Cua = |;|, b= ‘f(;”, c= M,

avem atunci abc = 1, §i cunoscuta identitate (Stelele Matematicii 2011
a prezentat ca problema 1 pentru juniori o varianta ceva mai taxanta)

1 1 1
E b = =
(b)) = T Tt T 1t et ea

)

caci a(l4+b+bc) = 1+a+absi b(1+c+ca) =1+b+ be. Asadar
99
Z 1 _ 33, <|21! |f(21)] |f(f(21))’) _33 0

k:14+2|zk\+yzkzk+1|_Z 27 2 2

O functie f: C\ {—d/c} — C\ {a/c}, data prin f(z) = -

a,b,c,d € C, ad — bc # 0, se numeste transformare Mobius, sau functie
(h)omografica. Ea este univoc asociata (pana la inmultirea cu un scalar

a b ) € My(C), deci

complex nenul \) unei matrice ne-singulare fh = < .

d
avand deth = ad — bc # 0. Deoarece in cazul nostru vom putea alege
1 -2 . .
f)—<1/2 0>,avemdeth—ad—bc—lgltrf)—a+d—1,§1

atunci transformarea este clasificata drept elipticd; ea este conjugata cu
cosa —sina
sin « CcoS «
ordin finit este eliptica.

, unde o = 7/3, caci h> = —I,. Orice transformare de

Nici subiectele clasei a X-a nu au fost prea dificile; primele trei se fac toate
in 1/2 ora, iar a patra este o gluma folosind o identitate folclorica intr-un
pretins context de numere complexe.
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4. CLASA A XI-A

Subiectul (4). Fie n > 2 un numar natural, si A € My(C) o matrice
nenuld cu det(A) = 0.
Demonstrati ca A+ A* = tr(A)I,, daca si numai daca n = 2.

N. Bourbacut,

Solutie. Daca n = 2, atunci A + A* = tr(A)I, pentru orice matrice A,
caci daca A = (CCL b) atunci A* = ( d b), si deci A+ A* =

d - a
( agd aid ) = (a+d) I = tr(A) L.

Daca A 4+ A* = tr(A)I,, atunci A% + AA* = tr(A)A, deci A% = tr(A)A,
caci AA* = det(A)I, = 0.

Daca tr(A) = 0, atunci A* = —A # 0,,. Rezultd cd n — 2 < rang(A4) < n,
deci rang(A) =n — 1. Cum AA* = 0y, si deci 0 = rang(AA*) > rang(A) +
rang(A*) —n = rang(A*) — 1, rezulta rang(A*) = 1. Dar avem gi rang(A*) =
rang(—A) = rang(A) =n—1,de unde n — 1 =1 gi deci n = 2.

Daca tr(A) # 0, aceasta inseamna ca tr(A) este singura valoare proprie
nenula a lui A, si deci rang(A) = 1. Dar daca am avea A* = 0, ar rezulta
A = tr(A)I,, deci tr(A) = ntr(A), absurd, caci n > 1. Prin urmare avem
A* # 0,. Rezulta, ca mai sus, rang(A) = n — 1, gi atunci n — 1 = 1, deci
n=2.

Ambele cazuri tratate mai sus pot intr-adevar sa se intample.

Solutia de mai sus a fost elaborata dupa o discutie cu Marian Andronache,
solutia oficiala trecand putin cam prea repede peste unele implicatii. ([

5. CLASA A XII-A

Subiectul (2). a) Rezolvati in Zs ecuatia x> = a?, unde a € Zs.

b) Fien € N* gi (G,-) un grup cu 3n + 1 elemente. Ardatali ca, pentru
orice a € G, ecuatia x° = a® are exact o solutie.

C. Chites gi B. Nastasescu

Solutie. a) Ecuatia 23 = 0 are evident singura solutie x = 0 in Zs; mai mult,
x = 0 nu este solutie pentru nicio ecuatie 3 = a, unde o # 0. Cum 77 are
4 = 3-1+1 elemente, raspunsul de la punctul b) va rezolva si ceea ce ramane
din punctul a). Din pacate, solutia oficiala contine o eroare grosolana, care
nefiind corectata inainte de postarea solutiilor, trebuie relevata. Se ajunge
la 2% = %, de unde se conchide = 2% = % = y, ceea ce este evident fals;

b) Valoarea |G| = 3n + 1 si forma 23 = a? nu sunt decat ceea ce, intr-
un jargon stabilit, se numeste un red herring. Cea mai generala afirmatie
adevarata este ca daca G este finit, si (m, |G|) = 1, atunci ecuatia 2™ = «
are solutie unicéa, pentru orice a € G.
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Pentru aceasta, din relatia lui Bézout exista doi intregi u, v, aga Incat sa
putem scrie 1 = wm + v|G|. Fie functia f: G — G data prin f(z) = 2™.
Presupunand 2z = f(x) = f(y) = y™, avem atunci = y, caci vom avea
zlGl = yl6l = ¢ g

xum+v|G| _ (xm)u(x\G\)v _ (xm)u _ (ym)u _ (ym)u(y|G\)v _ yum+v\G|7
deci f este injectiva, si cum G este finit, atunci f este si surjectiva.

Ador aceste probleme, unde se cere mult mai putin decat se poate, cu un
minim efort suplimentar, obtine ... brrr! U

Subiectul (2). Fiem € (0,1). Vom spune cd o functie f: [0,1] — [0,1] are
1
media m dacd este integrabild pe [0,1] si [ f(x)de =m.
a) Aratati ca multimea functiilor care au media m este infinitd.
b) Aratati ca, daca g: [0,1] — R este o functie crescatoare si f este o
functie cu media m, atunci
m 1 1
[ awis< [ @@ [ gy
0 0 1-m
N. Bourbacut,

Solutie. a) Fie 0 < v < min{m,1 — m} si n € N arbitrare. Putem lua
f(z) =m + vsin2nnz.

1 1
b) In conditiile date avem / f(z)g(z)dz > g(m)/ f(z)dz. Dar avem
m m

m m 1
i [ 1= s@ge)s < gtm) [ (=f@)te = glm) [ @)z, de wnde

0
1
/ f(x)g(x)dz > / (1— f(z))g(x)dz, ceea ce reprezinta prima inegalitate
m

ceruta. Cealalta se demonstreaza in mod analog. O

6. INCHEIERE

Perfectiunea nu poate fi niciodata atinsa, se pare, si numai un nebun
utopic, un don Quizote ca mine, mai poate crede in realizarea ei. Dar
olimpiada ar trebui fi pregatita mult mai din timp, cu problemele circuland
intre specialigti competenti, care vor fi avut suficient timp la dispozitie pen-
tru a descoperi eventualele defecte, si a crea o proba balansatéa si relevanta.
Subiectele au fost curdtele, gi una peste alta, selectia pentru etapa urmatoare
nu cred ci a lasat pe dinafara copii cu adevarat valorosi.



