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MULTIMEA R A NUMERELOR REALE

ABSTRACT. Aceasta lectie din ciclul pentru liceu pune accentul pe o
mai buna intelegere a numerelor reale gi a proprietatilor lor.

Lectia se adreseaza claselor X, XI, XII.
Data: 4 octombrie 2010.
Autor: Dan Schwarz.

1. INTRODUCERE $I NOTATII

Suntem deja cu totii familiari cu multimea numerelor intregi ne-negative
N ={0,1,...,n,n+1,...}, multimea tuturor numerelor intregi (cu semn)
Z={..,—n,...,—1,0,1,...,n,...}, si multimea numerelor rationale, mai
ales in reprezentarea prin fractii Q = {g | p,q € Z,q # 0}. Numerele
reale irationale, altele decat cele mentionate mai sus, au fost fundamentate
in mod riguros de abia tarziu, prin metode analitice (Cauchy sau Cantor)
sau algebrice (Dedekind), cand s-a completat corpul de cunostinte asupra
multimii numerelor reale R.

2. SISTEME DE NUMERE

2.1. Numerele intregi. Numerele intregi pozitive "numara” obiecte, iar
zero si cele negative sunt esentiale pentru operatii cu ele. Caracteristica lor
esentiala este ca fiecare intreg n are unul si exact un succesor n + 1, ceea ce
permite procedeul inductiei matematica. Privite prin reprezentarea lor pe o
dreapta pe care s-a fixat o origine O, ele apar ca puncte izolate, discret, la
distante de pas egal 1.

2.2. Numerele Rationale (Fractii). Numerele rationale apar, la grecii
antici, mai ales in legatura cu constructiile geometrice, proportii, rapoarte,
etc., ca lungimi de segmente. Dat fiind un segment de lungime 1 (cu un capéat
in origine), se poate usor, doar cu rigla si compasul,! construi un segment
de lungime %, pentru orice numitor (intreg) pozitiv ¢, si apoi dubla, tripla,
etc., la un segment de lungime %, pentru orice numarator (intreg) pozitiv p.

Privite pe dreapta cu originea O, numerele rationale nu se mai discern
insa ca puncte izolate, caci pentru un rational r nu mai existd un succesor!

= (9] . . ~ . [} / .

Intr-adevar, oricare ar fi un rational ' > r, intre r si v’ se afla T'gT ; mai
/

general, orice valoare p;frqqr , CU p,q Intregi pozitivi. S-ar parea, la prima

vedere, ca rationalele ocupa toate punctele dreptei, ceea ce ar insemna ca
orice doua segmente sunt de lungimi comensurabile, adica daca lungimile

1Din pacate, scoala noastra a cam renuntat la instruirea elevilor in arcanele acestui
subiect fascinant si extrem de educativ.
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lor sunt ¢ si £o, va exista un segment de o anume lungime £, astfel incat /1
si £o sa fie multipli intregi ai lungimii 4.

Un elev al lui Pitagora a facut insa descoperirea ca diagonala unui patrat
unitate (de latura 1) este incomensurabila cu latura, desi evident poate
fi construitd, deci segmentul exista pe dreapta, iar capatul lui (diferit de
origine) ocupa un punct al dreptei. Demonstratia care urmeaza este din [1],
liber disponibila in format .pdf la [2]. Este remarcabil ca demonstratia nu
folosegte argumente de divizibilitate (proprietatile determinate de Euclid ale
numerelor prime), ci are o aroma combinatorica.

Teorema 1. Diagonala d a unui patrat unitate nu este un numar rational.

Demonstratie. Fie d = g (p, q intregi pozitivi), cu ¢ minimal. Conform

cu teorema lui Pitagora avem d*> =12 +12 =2, deci 1 < d < 2, dar atunci
q < p<2q, astfel incat

2 2 —
o, U —g g 1P, PR47D)
pq q pg—q q(p—q)

Astfel d = 2;%;’. Darp < 2q si p—q < q; dect avem o reprezentare rationald
a lui d cu numitorul mai mic decdt cel minimal! Putem inventa un simbol
pentru a numi acest numdr, anume d = /2. |

Tot la grecii antici, una dintre cele trei faimoase probleme nerezolvate
ale antichitatii a fost dublarea cubului. Care este lungimea laturii ¢ a unui
cub de volum 2, dublul volumului cubului unitate? Ecuatia este ¢3 = 2, si
putem inventa simbolul £ = /2, dar pani in vremurile moderne (Gauss) nu
s-a gtiut ca un segment avand aceastd lungime nu poate fi construit numai
cu rigla gi compasul.

Toate acestea arata ca, printre punctele reprezentand numere rationale,
se afla gi alte puncte, reprezentand numere irationale, care toate impreuna
formeaza continuumul dreptei (reale).

3. NUMERELE REALE

3.1. Axioma Marginii Superioare. Extinzand reprezentarea zecimala a
numerelor rationale, veti Invata (sau ati invatat deja) o metoda de a va
putea reprezenta numerele reale irationale ca avand o parte zecimala infinita
neperiodica. Din pacate aceasta metoda nu este cea mai potrivita pentru
a pune In lumina proprietatea fundamentald a numerelor reale, cea de care
depinde Intreg esafodajul analizei matematice, si chiar definirea corecta a
functiilor putere, exponentiala gi logaritm.

Axioma 1. Orice multime nevida, marginita superior A de numere reale,
are o margine superioara.

Pentru a intelege acest enunt, avem nevoie de cateva definitii simple.
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Definitia 1. O multime nevida A de numere reale se numesgte marginita
superior daca existad un numar real M, numit majorant al lui A, astfel incat
a < M pentru orice a € A.

Definitia 2. Un majorant M se numeste margine superioara a multimii A,
daca fiind dat oricare alt majorant M’ al lui A, avem M < M’.

Odata stabilita existenta unei margini superioare M pentru o multime A,
unicitatea rezultad imediat, cici dacd ar exista o alta, fie ea M’, conform cu
definitia de mai sus am avea simultan M < M’ i M’ < M, deci M = M'.
Acest fapt ne permite de a putea introduce simbolul sup A (supremum)
pentru aceasta unica margine superioara a lui A.

Evident, definitiile pot fi intoarse pentru a defini conceptele de marginire
inferioard, minorant si margine inferioara inf A (infimum), iar toate rezul-
tatele se transpun imediat, considerand multimea —A = {—a | a € A}.

Pentru a intelege impactul acestor concepte, sa consideram multimea de
numere rationale R = {r € Q | r> < 2}. Evident R este nevida (0 € R),
si evident este marginita superior (r < 2 pentru orice r € R), deci are o
margine superioara sup A. Dar sup R nu este un numar rational. Nu este
suficient si argumentim ci /2 ¢ Q. Dupi parcurgerea completd a lectiei,
reveniti si argumentati in mod definitiv asupra adevarului acestei afirmatii.

Aplicatia care pune in evidenta in modul cel mai pregnant forta acestei
Axiome este surprinzitoarea teorema a lui Knaster.

Teorema 2. Fie a < b reale. Orice functie crescatoare f : [a,b] — [a,b] are
punct fix, adica exista un punct p € [a,b] astfel incdt f(p) = p.

Demonstratie. Fie A = {z € [a,b] | z < f(x)} C [a,b]. Desigur a € A,
deci A este nevida si marginita superior (b este un majorant al lui A).

Sa luam p = sup A, deci p € [a,b]. Pentru orice x € A avem x < p, deci
x < f(z) < f(p), deoarece f este crescatoare. Atunci p = sup A < f(p),
caci f(p) este un majorant al lui A, decip € A.

Dar atunci f(p) < f(f(p)), deci [(p) € A, si deci f(p) < sup A = p
Impreund, cele doud inegalititi ne dau f(p) =p. |

3.2. Axioma lui Cantor.

I+1 C I, pentru orice n > 1, intersectia lor este nevida ﬂ I, #0.
n>1

Vom arita cd, admitand Axioma Marginii Superioare, Axioma lui Cantor
devine o teorema.

Demonstratie. Fie intervalele date de I,, = |ay, by]. Conditia de imbricare
nedaap < apy1 < -+ < bpg1 < by, pentru oricen > 1. Fie A= {a, | n>1}
st B={b, | n > 1}. Multimea A este nevida si marginita superior (orice by,
este un majorant), iar mulfimea B este nevida si marginita inferior (orice
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ap este un minorant). Atunci existd a = sup A gi b = inf B, dar vom avea

a < b direct din definitii, caci a < b, pentru orice n > 1, a fiind sup A, iar

b, flind un majorant pentru A, si atunci a este un minorant pentru B, deci

a <inf B = b. Dar atunci i I = |a,b] C I, pentru orice n > 1, deci chiar

D#£1= ﬂ I,, (detaliile pentru egalitate, tot direct din definitii). [ |
n>1

Ca o consecinta, daca lungimile intervalelor devin oricat de mici, adica
pentru orice € > 0 existd n > 1 cu b, — a, < €, atunci a = b si intersectia
intervalelor este un unic punct, caci 0 < b — a < € pentru orice € > 0. Ce se
intampla daca consideram intervale deschise I,, = (ap,by)? La prima vedere
s-ar parea ca totul merge la fel, de exemplu pentru intervalele I,, = (—%, %)
avem intersectia lor egala cu {0}. Contraexemplul I,, = (07 %) ne arata insa
ca In acest caz intersectia este vida! Acest fenomen se datoreaza faptului ca
aici 0 = sup A € A, gi nu mai putem trage concluzia decat pentru intervalul

(a,b), care este vid.

La fel, utilizind una sau alta din axiomele de mai sus, se poate demonstra
ca orice gir Cauchy (sau fundamental) este convergent, dar despre aceasta
in alta lectie.

3.3. Axioma lui Arhimede. Cine se indoieste de adevarul urmatoarei
afirmatii?

Axioma 3. Pentru orice numar real x, exista un intreg n astfel incat x < n.

Si atunci de ce 1i spunem axioma? De fapt acest enunt, poate fi demonstrat
folosind Axioma Marginii Superioare de mai sus. Existd insa tot atétea
axiome pentru numerele reale cate metode de a le construi (Axioma Cantor,
Axioma Cantor-Dedekind, Axioma Cauchy, ...), si nu este scopul nostru
de a clarifica axiomatica si fundamentele constructiei numerelor reale in
profunzime (am atins doar marginal aceste idei in sectiunea precedenta).

Importanta acestui enunt; se reflecta in utilizarea lui (uneori incongtienta)
in rationamentele noastre matematice. De exemplu

Problema 1. Fiind date doua numere reale 0 < a < b, aratati ca exista un
numar rational a < r < b, situat strict intre ele.

Solutie. Conform cu cele de mai sus, existda n > x = max (ﬁ, é), deci
1

< min (b_—“,a), sl exista a < N = % Dar atunci exista un cel mai

n 2
mare intreg pozitiv m (1 < m < Nn) astfel incat 7 < a, deci mTH > a g
mT‘chH—%<a+b_7a:%rb<b,§iamgésitr:m7+1. O

Desigur, cu un minim efort putem extinde acest rezultat pentru orice
doua numere reale a < b. Lasam ca exercitiu enuntul simetric, care cere sa
se arate ca, fiind date doua numere reale a < b, exista un numar irational
a < x < b, situat strict intre ele.
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Definitia 3. O multime A se numeste densd in multimea B dacd pentru
orice elemente b; < by din B existd un element a din A situat strict intre
ele by < a < bs.

Ceea ce am demonstrat mai sus se poate acum enunta ca

Teorema 3. Multimea Q a numerelor rafionale este demsd tn mulfimea
numerelor reale R.

3.4. Concepte Avansate. Putem deci asocia oricarui numar real x € R
multimea de numere rationale Ry, = {r € Q | » < z}. Este clar atunci
cd x = sup R,. Fie acum o multime marginita superior A de numere reale
a < M pentru orice a € A. Fie

R= URa.

acA

Pentru orice r € R va exista deci a € A astfel incat r € R, (din definitia
reuniunii). Dar atunci r < a < M, deci multimea R este marginita supe-
rior. Cine credeti ca este sup R? Nu este greu de vazut ca sup R = sup A.
Exact aceasta observatie a permis lui Dedekind sa inverseze procesul, si sa
defineasca numerele reale ca multimi de numere rationale, marginite supe-
rior. In felul acesta Axioma Marginii Superioare devine gi ea o teorema,
demonstrabild ca mai sus.?

4. INCHEIERE

Vom reveni in lectii ulterioare cu aplicarea metodelor prezentate aici,
la definirea de functii reale si analiza girurilor (probleme de convergenta,
continuitate, etc.)
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2Aceasta este esenta metodei Taieturilor lui Dedekind. Desigur amanuntele tehnice
sunt mult mai numeroase si precautiile de luat pentru a asigura o definire corecta, exhaus-
tiva gi necontradictorie trebuie lasate pentru studii mai avansate.
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