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COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015
FAZA JUDETEANA - ADDENDUM

ABSTRACT. Comments on some more problems presented at the 2015
District Round of the National Mathematics Olympiad.

Se adreseaza tuturor claselor.
Data: 19 martie 2015.
Autor: Dan Schwarz, Bucuresti.

Cine seamana vant — culege furtuna.

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Judetene a Olimpiadei de Matematica
2015 reflecta, ca de obicei, opinia personald a autorului. Ele sunt adaugate
la cele din materialele precedente.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. MODIFICAREA NUMARULUI DE LOCURI PENTRU ETAPA NATIONALA

Un anunt, ficut in fapt dupa finalizarea contestatiilor, invoca ”o eroare
de alocare”, rezultand in reducerea cu 2(doi) a numarului de locuri care
revin municipiului Bucuresti pentru Etapa Nationala, pentru fiecare dintre
clasele de la a VII-a la a XII-a. Nu este greu de imaginat efectul avut
asupra concurentilor care ocupau precis aceste locuri taiate ... Inspectoratul
si Ministerul ar fi facut mult mai bine si absoarba eroarea, gi sa permita
folosirea vechilor cote, din moment ce gregeala de calcul (oare cum s-a produs
ea anume?) le apartine. Iata si o consecinta directéﬂ

2. REZOLVAREA CONTESTATIILOR (BUCURESTI)

Dintre cele 5 contestatii depuse la Problema 1, clasa a XII-a (o non-
problema ...), niciuna nu a fost acceptata. Statistic vorbind, este extrem
de improbabil ca niciuna dintre acestea sa nu fi avut un dram de dreptate.

La Problema 3, clasa a IX-a, situatia este chiar dramatica. Diferentele
dintre notele de dinainte si de dupa contestatii sunt uriage (am mai scris
acum cativa ani despre un fenomen similar — evident precedentul nu a servit
de invatamant). Au fost acceptate 16 contestatii, ducand la o marire totala
a notelor cu 46.5 puncte (cu un caz de la 0 la 6).

1http ://www.petitieonline.net/petitie/22343144/
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Se zice ca solutii care se rezumau la a exhiba valorile ay = (n— 1) pentru
1 <k<m-—1siay,=n(n—1)""!nu au primit mai mult de 4 puncte din
7, desi evident acest lucru este cu totul suficient (nu trebuie justificat cum
s-a ajuns la aceste valori).

Si la alte clase au existat (dar sporadic) mariri spectaculoase de note, cu
5 sau 6 puncte. Unele scapari sunt mai inevitabile decat altele, gi unele sunt
mai putin scuzabile decat altele.

Sa nu méa acuzati cd ”dau din casa”! ... nu locuiesc in casa aceasta. Alice
doesn’t live here anymore.

3. PROBLEME REVIZITATE SI ALTE ERORI

Subiectul (1, clasa a V-a). Determinati toate numerele naturale de doud
cifre ab, cu a < b, care sunt egale cu suma numerelor naturale cel putin
egale cu a si cel mult egale cu b.

Solutia oficiala spune

Daci a = 3 obtinem 3 +4+---+ (b—1) + b= 3b = 30 + b.
Scazand b si adunand 1 + 2 in ambii membri, rezulta

1424+ (b—1) =32,
de unde (b—1)-b =064 ... (care nu convine).

Nu; rezultda 1 +2+---+ (b — 1) = 33, de unde (b — 1)b = 66, care din
fericire la fel nu convine.

Subiectul (1, clasa a VIII-a). Dacd a, b, ¢ sunt lungimile laturilor unui
triunght, aratati ca are loc inegalitatea:

a +/ b 4 c >3
—a+b+c a—b+ec a+b—c

Am mentionat In comentariile mele ca solutia oficiala ajunge mai intai

a 3 .

la inegalitatea g 1o > o care este chiar cunoscuta inegalitate Nesbitt
c

cyc

(ne-identificata ca atare). Din pacate, aplicarea inegalitatii dintre media

a 2
geometrica si cea armonica se face prin , /1 - > a ,
—a+b+tc T 14

—a+b+c
2

, in loc de corecta , /1 - “ > .
\f/ —a+b+ec I+*(l+b+('

. a4 2a
care sigur nu dd ——
& b+c

a
Mai mult, in Bucuresti si aiurea, s-a depunctat sever faptul ca aceasta
cunoscuta inegalitate, identificata ca atare de concurenti, nu a fost si
demonstrata la fata locului.
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O alta inegalitate bine—cunoscutéEl
abc > (a+b—c)la—b+c)(—a+b+c)
nu a fost nici ea acceptata (substitutiile Ravia = y+z2,b=z4z, c = x4y,
folosite in solutia mea, duc gi aici la o solutionare imediata, din inegalitatea

mediilor AM-GM). Este vorba de inegalitatea lui Lehmus, sau Padoa,
echivalenta cu inegalitatea lui Euler R > 2r.

Subiectul (1, clasa a X-a). Aratali ca pentru orice n > 2 natural, are loc
inegalitatea
n—1

Z \/W = mta

G.M.-B.

In aditie la comentariile mele din materialul precedent, trebuie remarcat
n—1

si ca deja _—
) §:,/2k 7 2nt2

reducea la Verlﬁcarea cazurilor 2 < k < 7. Pe de alta parte, din inegalitatea
dintre mediile geometrica si armonica avem

deci ca, numeric vorbind, problema se

2k 2k
¥/(2k)! ~
(2k)!> 5 . In(2k)’
> 1/j
j=1
iar
= In%(2k) 9
Z <19 <b
k=2
1

deci intr-adevar seria g este convergenta la o valoare subunitara.

el

Subiectul (3, clasa a X-a). Determinati numerele compleze z pentru care
are loc relatia
|z| + |z — bi| = |z — 2] + |z — 34|

Problema este in esenta bastarda; deoarece nu implica produse de numere
complexe, poate fi vizuta ca o relatie vectoriald, ceea ce a motivat gi solutia
mea (ca si cea oficiala).

A. Mihalcu a dat in concurs urmatoarea solutie, inspiratd din geometria
sintetica. Simetrizand punctul de afix z fata de cel de afix 5i/2, deci obtinand
punctul de afix w = 5i — z, relatia se scrie in complex

|z = Bi| + |w — 5i] = |z| + |w| = |z = 2i| + |w — 2i] = |z — 3i| + |w — 3]

ceea ce revine grafic la egalitatea perimetrelor a doua paralelograme, unul
continut in celalalt, ceea ce nu este posibil decat in cazul de degenerare.

thtp ://en.wikipedia.org/wiki/List_of_triangle_inequalities#Side_lengths
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Aflu gi ca un propovaduitor al inegalitatii lui Hlawka
lz+yl+ly+zl+ ]z +2 <z[+ |yl + 2] + |z +y + 2|

vede relatia data drept caz de egalitate, pentru {x,y} = {—2i, —3i}. Sigur,
mai ramane sa-i convinga pe corectori sa accepte folosirea acestei inegalitati,
precum si sa stabileasca atunci cazurile de egalitate. A propos, Noam Elkies
da urmatoarea metoda de extindere a unei inegalitati din real in complex
(unde fiecare termen este lungimea unei anume combinatii liniare de vectori
variabili), prin luarea mediei tuturor proiectiilor; recte

lw| = i/zﬂ %(eiew)‘dG
0

pentru w € {z,y,z,x +y,y + 2,2 + z,x + y + z}. Metoda se poate aplica
si direct la cazul nostru, pentru w € {z, z — 2i, z — 3i, z — 5i}. Oricum, chiar
gandul la reducerea acestui banal rezultat la o inegalitate mult mai generala
si dificila ma face sa zambesc.

Subiectul (4, clasa a X-a). Fie f: (0,00) — (0,00) o functie neconstantd
care are proprietatea
f(a¥) = (f(2))',

pentru orice x,y > 0. Sa se arate ca

flzy) = f(2)f(y) st fx+y) = f(x)+ fy),

pentru orice x,y > 0.

Am aratat, in finalul solutiei din materialul precedent, cum din faptul
ca f este multiplicativa rezulta ca f este si aditiva. Putem gi invers, din
faptul ca f ar fi aditiva, demonstra ca f va fi i multiplicativa. Deoarece
f satisface ecuatia Cauchy, vom avea f(r) = rf(1) pentru orice r rational
pozitiv. Dar f este evident strict crescatoare, caci pentru 0 < x < y avem
fly)=flz+(y—=x)) = f(z)+ fly—x) > f(z), si de aici rezulta ca pentru
orice 0 < r < z < s, cu r,s rationale, vom avea rf(1) < f(z) < sf(1),
ceea ce prin trecere la limita cu r, s — = duce la f(z) = zf(1). Din ecuatia
initiald rezultd acum f(1) = 1, deci f(xz) = z pentru orice z > 0, ceea ce
fusese deja remarcat in materialul precedent, si este un ultim rezultat.

Se naste intrebarea — oare demonstratia faptului ca din multiplicativitate
rezulta aditivitatea (sau invers, ca mai sus) valoreaza ceva? In absenta
ierarhizarii enuntului in doua intrebari distincte, raspunsul nu este clar;
inclin sa cred ca ar trebui aplicata o ”judecata solomonica”.

4. O PROBLEMA NOU COMENTATA

Subiectul (3, clasa a VII-a). In triunghiul ABC, fie M mijlocul laturii [AC]
st fie punctul N € (AM). Paralela prin N la AB intersecteaza dreapta BM
in P, paralela prin M la BC intersecteaza dreapta BN in @, iar paralela
prin N la AQ intersecteaza dreapta BC in S.

Demonstrati ca dreptele PS si AC' sunt paralele.
4
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Concluzia solutiei oficiale cd "punctele A, @), P sunt coliniare” nu este
sprijinita de niciun argument; motivul este ca diagonalele unui trapez se
intersecteaza pe mediana din varful triunghiului obtinut prin prelungirea
laturilor neparalele. Imediat apoi, se afirma "AADP = ASDN (U.L.U)”.
Desigur, "L” este DP = DN, iar unul dintre "U” este ZAPD = ZSND,
ca unghiuri interior alterne. Dar cel de-al doilea "U” nu poate fi decat
/ZADP = ZSDN, iar acest lucru este inca necunoscut, caci nu este evident
ca punctele A, D, S sunt coliniare (desigur, intr-o figura corect desenata,
aceasta coliniaritate se ”citeste”, si poate ca aici s-a produs o anume derapare
a solutiei oficiale).

In concurs, unii concurenti au rezolvat problema chiar si in absenta
informatiei ca punctul M este mijlocul laturii AC (si apoi au avut
indoieli asupra propriei lor solutii, din moment ce nu foloseau una dintre
conditiile din enunt). Se va vedea ca atunci coliniaritatea punctelor A, @, P
nu se mai pastreaza, dar cea a punctelor A, D, S ramane valida!

Solutie. (A. Eckstein) Fie {X} = AQ N BC. Atunci
BS BS XS BN AN CN AN AN BP
SC XS SC QN NC MN NC NM PM’
de unde PS || MC. Concurenta dreptelor NP, M@ si AS este remarcabila,

desi aici irelevantd (in solutia oficiald, punctul de concurenta este D, dar
justificarea lipseste). Iata demonstratia.

Daca notam {D} = NPNMQ si {T} = NP N BC, avem
TS CA ND TS BS CA ND _SD BP CA ND _MC AN AC NM _

SC AN DT ~— BS SC AN DT ~ AS PM AN DT ~ AC NM AN MC
deci, din reciproca Menelaus, punctele A, D gi S sunt coliniare. ([
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F T S

Solutie. (L. Ploscaru) Fie {E} = ABN MQ, {D} = MQ N NP, in fine
{F} = NPn BC. Construim punctele T,V € (BC) astfel incat DT || NS
si DV || BN. Vrem sa aratam ca punctele A, D, S sunt coliniare. Pentru
aceasta, sa observam ca BFDFE si BV DQ sunt paralelograme, de unde
reiese ugor ca FQ = VF (deci i VFQE este paralelogram). Mai mult,

NAEQ ~ ADFT, deoarece au laturile paralele in perechi, iar din teorema

) VF DF FT . ..
lui Thales BF - NF - 7S Punéand cap la cap toate aceste relatii
bt AE  EQ VF BF
s DBG At af T TS
TS = D+F = . Deoarece DF' || AB, reiese ca ASDF ~ ASAB,
asadar punctele A, D, S sunt coliniare. Mai departe, nu ne mai ramane
decat sa ob a “BS—ED—BP(fl'd iv t lui
ecat sa observam ca ~o = - = - (folosind succesiv teorema lui
Thales), de unde — in sfarsit — se obtine ca PS || AC, conform reciprocei
aceleiagi teoreme a lui Thales. O

iar folosind proportii derivate obtinem

De remarcat ca aceste solutii sunt chiar mai ”simple” si mai directe decat
solutia oficiala, a unui caz extrem de particular. O mare slabiciune a acestei
probleme; in general informatiile irelevante din enunt, nu fac decat sa incurce,
dupa cum se vede prea bine din chiar omisiunile solutiei oficiale.

5. INCHEIERE

Lucrurile acestea trebuie zise, si aduse in lumina. Sa spunem din nou ca
in mare parte sunt datorate celeritatii cu care sunt compuse subiectele si
corectate lucrarile? Mi-a obosit limba In gura si am facut cércei la degete
(si la mouse). Voz clamantis in deserto.
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