COMENTARII OLIMPIADA DE MATEMATICA 2015
FAZA LOCALA A MUNICIPIULUI BUCURESTI

ABSTRACT. Comments on some of the problems presented at the Local
Round of the National Mathematics Olympiad 2015, Bucharest.

Se adreseaza claselor V, VI, VII, VIII.
Data: 16 februarie 2015.
Autor: Dan (commendatore) Schwarz, Bucuresti.

Don Giovaaaaaaanni ... [1

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Locale a Olimpiadei de Matematica 2015
a municipiului Bucuresti, reflecta, ca de obicei, opinia personala a autorului.

Ele sunt adaugate la o prezentare selectiva a probelor de concursﬂ

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. CLASA A V-A
Subiectul (2). Se dau multimile de numere naturale

A={r—1,20—33c+1,420 -1} si

B ={4z —2,3x 4+ 2,3z — 6,2z — 4}.
Determinati valorile naturale ale lui x pentru care A = B.

G.M.-B. nr. 11/2014

Solutie. Pentru a fi egale, cele doua multimi trebuie sa aiba aceeasi suma a
elementelor lor, ceea ce forteaza egalitatea 10z —4 = 12z — 10, adica ,
si mai trebuie doar verificat ca atunci A = {2,3,10,11} = B. Dupa cum
se vede, aceasta solutie nu are nevoie de nicio presupunere speciala asupra
lui z (si acum x poate fi lasat nespecificat, dar preclude alte aproguri mai
simpliste, legate de paritate, etc., precum in solutia oficiala). O

!The Commendatore Scene, Don Giovanni, Wolfgang (Wolfie) Amadeus Mozart,
https://www.youtube.com/watch?v=dK1_vmOFMAU
2Lipsesc multe probleme, la care nu am gisit interesul de a fi prezentate. Nu pot oferi
un link cétre enunturile date si solutiile/baremele oficiale, céci nu au fost postate nicdirea.
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Subiectul (3). In figura de mai jos, sunt n pdtrate, in fiecare pdtrat fiind
scrise numai puteri ale lui 2, dupd cum se observa:

1|2t 24| 25 28 | 29

22 23 26 27 210 211

a) Aratali ca suma numerelor din oricare dintre cele n patrate este multiplu
de 5.

b) Demonstrati ca produsul numerelor din oricare dintre cele n patrate este
patrat perfect.

c) Aflati restul impartirii la 1024 a sumei tuturor numerelor aflate in primele
2015 patrate.

Ion Cicu, CRISTIAN OLTEANU & TRAIAN PREDA

94k—4 | 9dk—3
Solugie. Al k-lea patrat este pentru 1 < k < n.
24k—2 24k—l

a) 24k;—4 + 24k‘—3 + 24k’—2 + 24k;—1 — 24k‘—4(1 4244+ 8) =3.5. 24](:—4.
b) 24k‘—4 X 24k—3 X 24k—2 . 24k—1 — 216k‘—10 — (287{:—5)2'

n in—1
c) Z (24k_4 4 o4R=3  gtk=2 24k_1> = Z ok = 24" _ 1. Prin urmare,
k=1 k=0
pentru orice n > 3, restul impartirii la 1024 = 20 este 1024 — 1 = {1023 .
Se vede usor ca se poate evita acest calcul general, prin simpla observatie
ci puterile de la 20 incolo se divid prin 1024, deci este suficient si adunam
1420 +22 4234244+ 25 420427428 4+ 29 =210 _ 1 =1023.

Ce cauta acolo numarul n din enunt? din moment ce oricum se cere la
punctul ¢) suma numerelor din doar primele 2015 patrate. Trebuia macar
specificat n > 2015, dar mai simplu era sa se dea direct , sau pur
si simplu sa se enunte punctul ¢) pentru un arbitrar ...

Se dovedeste din solutia oficiala ca de fapt n > 0 era intentionat doar ca
un indice generic; iar calculele facute nici macar nu folosesc faptul ca in
fiecare patrat exponentul celei mai mici puteri a lui 2 este multiplu de 4. [

Subiectul (4). Trei frati vor sa-gi cumpere impreund, din economiile lor, o
tableta in valoare de 2015 lei. Fratele cel mai mare contribuie cu o sumd de
trei ori mai mare decat jumdtatea sumei cu care contribuie cel mai mic dintre
frat , tar fratele mijlociu contribuie cu o sumd cuprinsa intre
sumele celorlalfi doi frati. Fiecare dintre sumele cu care contribuie cei trei
frati sunt exprimate prin numere naturale
de lei.
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a) Aflati cea mai mica sumd de lei cu care contribuie fratele
mijlociu.

b) Aflati numarul total al solutiilor problemei. si cea mai mare suma cu care
contribuie fratele mijlociu.

VIicTOR NICOLAE & SIMION PETRE

Solutie. Fie m suma contribuita de fratele cel mic; atunci suma contribuita
de fratele cel mare este 3m/2, ceea ce forteaza m = 2n numar par. Daca
notam cu x suma contribuita de fratele mijlociu, ajungem deci la restrictiile
2n < x < 3n si bn + x = 2015, prin urmare x = 5y trebuie sa fie divizibil
prin 5, si n 4+ y = 403. Dar atunci by = x > 2n = 2 - 403 — 2y, care duce
la y > 116, dar si by = < 3n = 3 - 403 — 3y, care duce la y < 151. Sa
observam si ca oricare dintre valorile 116 < y < 151 duce intr-adevar la o
solutie; luand n = 403 — y vom avea

x—2n =5y —2(403 —y) = Ty — 806 > 7- 116 — 806 > 0,
3n —x = 3(403 —y) — by = 1209 — 8y > 1209 — 8 - 151 > 0,
Sn+x =5n+5y =5n+y)=>5-403 = 2015.

Am obtinut simultan raspunsul la toate intrebarile; valoarea cea mai mica
posibila a contributiei fratelui mijlociu este 5-116 = , valoarea cea mai
mare posibila a contributiei fratelui mijlociu este 5-151 = , iar numarul
total de posibilititi este (151 — 116) + 1 =[36].

Precizarea din economiile lor este nespus de dulce ... E| Superlativele
absolute legate de varstele fratilor suna fortat. Acordul pentru ”fiecare ...”

se face la singular. Sumele minima gi maxima (posibil) contribuite de fratele
mijlociu sunt potentiale. ]

2. CLASA A VI-A

Subiectul (1). Determinafi numerele naturale a, b, a < b gi ¢ € N astfel
a2+a+b2—|—b _c+3
2 2 e+l

incat
G.M.-B. nr. 1/2014

Solutie. Deoarece a®> + a = a(a + 1) si b + b = b(b + 1) sunt numere pare,

3
rezultd ci & 1 trebuie sa fie numar natural, deci c+1 | (¢+3)—(c+1) = 2,
c
de unde ¢ € {0, 1}.

e Pentru ¢ = 0 ajungem la {a,b} = {0, 2}, deci ;

e Pentru ¢ = 1 ajungem la a = b = 1, care nu functioneaza, din cauza
cerintei a < b (putin abuziva, caci ne priveaza de inca o solutie). O

3Imi aduce aminte de o remarci a lui J. L. Borges, legata de precizia inutila si pretioasa
a unor exprimari.
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Subiectul (2). Se considera urmatoarele numere naturale:
a=1-3-5-7---27-29-31 sib=1-3-5-7---27-29.

a) Demonstrati ca numarul a este divizibil cu 2015.

b) Aflati cel mai mare numar natural n cu proprietatea ca numdarul a + b
este divizibil cu 10™.

c) Sa se afle cati divizori care sunt patrate perfecte are numarul a.

TRAIAN PREDA

Solutie. Avem 2015 =15-13-31.
a) Toti cei trei factori primi ai lui 2015 se numara printre factorii lui a.

b) a+b = 32b = 25-5%.¢, unde c este coprim cu 10; rezulta ci .

c) Avem si ¢ = 3% - 72 - d, unde d este coprim cu 21 si liber de patrate,
deci a = 3%-5%. 72 . ¢, unde e este coprim cu 105 si liber de pitrate. Prin
urmare exista de divizori patrate perfecte.

A declara in enunt ca numerele a gi b, date prin valorile lor exacte, sunt
naturale, este complet redundant; de altfel chiar forma in care sunt date
este caraghioasa — mai natural era sa se dea b, si apoi a = 31b, dar poate
s-a considerat cd aceasta va ajuta concurentii sa factorizeze a + b 717 ([

Subiectul (3). Se considerd multimea A = {ab | ab divizibil cu 5}. Pentru
o submultime B C A notam cu mp media aritmetica a elementelor sale.
Sa se determine submultimile B de cardinal maxim, stiind ca
mp € A

TRAIAN PREDA

Solutie. Considerand multimea A’ = {2,3,..., 19}E| problema revine la a
gasi multimile B’ C A’ de cardinal maxim, astfel incat media aritmetica a
elementelor lor sa fie numér natural. Deoarece B’ = A’ nu functioneaza,
24+3+---+19 189

ot = ——, vom cauta multimi B’ cu doar 17 elemente,

18 18"’
189 — k
deci B’ = A"\ {k}, pentru un 2 < k < 19. Atunci mp = —4 trebuie sa

fie numar natural, deci 17 | k — 2, ceea ce este posibil, daca gi numai daca
k€ {2,19}. Rezulta | B = A\ {10} si B = A\ {95} | O

caci

3. CrLAasA A VII-aA

Subiectul (1). Determinati numerele ratiionale x siy care verificd

\/5: (22 +y| - 5)V5+v2
3 3y —3|-VE+ V3

kK

4 Autorii subinteleg c¢d a # 0. Dacd nu, cu A" = {0,1,...,19}, raspunsul ar fi fost
|B=A\{0} 5i B=A4\{95}]
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Solugie. Tnmultind "mezii si extremii”, |3y — 3|v/2 = (|22 + y| — 5)v/3. Din
considerente de rationalitate rezultd |3y — 3| = 0 = |22 + y| — 5, de unde

[(@,y) € {(=3,1),(2, 1)}

Cel putin aici rationalitatea numerelor este chiar relevanta; vezi problema
urméatoare. Ce sd mai creada copiii, la aceasta faza inca ”de mase”, cand
conditii din enunt, uneori sunt relevante, alteori nu? ([

Subiectul (2). Fiex # —1, y # —2, z # —3 numere ralionale astfel incat
2015 2015 2015

+ +
z+1 y+2 243

-1 1
Calculati < + i s
z+1 y+2 243

= 2014.

G.M.-B. nr. 10/2014
. c—1  y  z+1 1 1 1
Solutie. Desi =3-2
oluie. Destgur 2=+ o Y 3 (x+1+y+2+z+3>
2017
2015’ 2015 |

Ce importanta are declararea numerelor x, y, z ca fiind rationale? Of, of,
of ... luam direct din gazeta enunturi, fara un minim control de calitate. [

iar paranteza este egala cu deci valoarea cautata este

4. CLASA A VIII-a

Subiectul (1).

a) Ardtati cd 23 — 3x + 2 > 0 pentru orice numdr x real, v > 0;

b) Determinati numerele reale §i pozitive x1,xa, ..., To014, L2015 Care verificd
egalitatea

x?—i—x%—i—-"—i—xgow:3(a:1—|—x2+-~+x2015)—4030

MIHAELA BERINDEANU

Solutie.
a) 23 — 3z +2 = (z — 1)%(x + 2) > 0, chiar si pentru x > —2, cu egalitate
doar pentru x = 1.

2015 2015 2015

b) Z 3 —3 Z x + 4030 = Z(m% — 3z + 2) > 0, dupa punctul a), cu
k=1 k=1 k=1

egalitate doar pentru toti ’ rx,=1,1<k <2015 ‘ Restrictia la numere reale

pozitive este delicata ... Mai mura-n gura nici ca se poate. U

Subiectul (2). Determinafi numerele prime p > q, stiind ca
p(1+3pg) + q(1 — 3pg) = p° — ¢’
G.M.-B. nr. 12/201/
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Solutie. (Oficiala) Relatia din enunt, se mai poate scrie si p + ¢ = (p — ¢)*.
De aici deducem ca p—q | p+¢q, si cum p—q | p— q, rezulta ca p —q | 2p.
Deoarece p este numar prim, putem avea 1. p—q =1; 2. p—q = 2; 3.
p—q=p;4 p—q=2p X
Cazurile 3 si 4 sunt imposibile. Din cazul 1 obtinem p = g+ 1. Inlocuind
in relatia p + ¢ = (p — ¢)® obtinem 2¢ + 1 = 1, adica ¢ = 0, absurd.
Din cazul 2 obtinem p = ¢ + 2. Inlocuind in relatia p + ¢ = (p — q)?
obtinem 2¢q 4+ 2 = 8, adica ¢ = 3, si de aici p = 5.

Dupéa cum se vede, a contat doar faptul ca p este prim. La fel se putea
proceda daca se stia doar ca ¢ este prim. Atunci se obtine p — ¢ | 2¢, deci
putem avea 1. p—q¢=1;2. p—q=2;3. p—q=¢q; 4. p— q = 2q. Cazurile
3 si 4 sunt imposibile, iar cazurile 1 si 2 sunt exact ca mai sus. Iar conditia
p > q este inutila, caci rezulta din relatia data.

Nu-mi plac problemele cu enunturi supra-calificate (redundante). S-ar fi
putut da o ”prelucrare”, unde sa se spuna doar ca p, ¢ sunt naturale, si
ca se gtie ca macar unul dintre ele este prim. Cu atat mai mult cu cat cazul
general poate fi solutionat cu usurinta, dupa cum urmeaza. [l

Solutie Generala. Consideram dat doar faptul ca p, ¢ sunt numere naturale
nenule (nimic despre primalitatea lor). Fie d = ¢.m.m.d.c.(p,q), p = da,
g = db, pentru niste numere naturale a, b cu c.m.m.d.c.(a,b) = 1. Relatia
p+q=(p—q)3sescrica+b=d*(a—0b)3 deundea>bsia—b|a+b.
Deoarece a —b | a—b,si c.m.m.d.c.(a+b,a —b) | 2, avem cazurile
ecmm.d.c(a+ba—0b) =1 Atuncia = b+ 1 si deci 2b+ 1 = d?,
ceea ce forteazi d impar, deci d = 2k + 1 pentru un k € N, si b = 2k? + 2k.
Aceasta duce la solutiile (p, q) = ((2k +1)(2k? + 2k +1), (2k + 1)(2k? + 2k)).
ecmm.d.c.(a+ba—b) =2 Atuncia = b+ 2 si deci 2b + 2 = 8d2.
Aceasta duce la solutiile (p, q) = (d(4d* +1),d(4d?* — 1)), cu d € N* arbitrar.
Daca vrem acum sa identificam solutiile unde macar unul dintre p, g este
numar prim, primul paragraf nu ofera solutii, iar al doilea merge doar pentru
d =1, cand se obtine (p,q) = (5, 3). O

Subiectul (3). In cubul ABCDA'B'C'D’ fie R, S, T mijloacele muchiilor
[AB], [B'C"], ssi respectiv [DD']. Daca M, P, Q sunt mijloacele segmentelor
[C'R], [AS]. si respectiv [BT], atunci:

a) Ardtati ca dreapta MQ este paraleld cu planul (DCC'):

b) Determinati aria triunghiului M PQ, daca AB = 4cm.

*3%kk

Solutie. Problema este prezentata doar din cauza omiterii diacriticelor. [

Urmeaza singura problema din aceasta colectie, pestrita dar saracuta, care
implica ceva gandire. Este o problema combinatorica; din pacate suferind
din cauza eforturilor de a o prezenta in cadrul unei constructii de geometrie
in spatiu.
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Subiectul (4). Fie VABCD si SABCD doua piramide patrulatere avand
aceeasi baza ABC'D si cu varfurile de o parte i alta a planului (ABC). Pe
cele 12 muchii gi 6 varfuri ale corpului obtinut se inscriu numerele naturale
de la 1 la 18, cate unul tn mijlocul fiecarei muchii i al fiecarui

varf. FEste posibil ca pe fiecare muchie a corpului nou obfinut, numdarul
wnscris in mijlocul muchiei sa fie media aritmetica a numerelor inscrise in
extremitatile muchiei respective?

DANA RAaDU

Solutie. Numerele 1 gi 18, fiind extremale, trebuie Inscrise in varfuri. Doua
varfuri adiacente ar trebui sa aiba Inscrise numere de aceeasi paritate, daca
raspunsul ar fi afirmativ. Dar exista un lant de muchii care conecteaza cele
doua varfuri de mai sus; contradictie, deci raspunsul este .

Faptul ca cele doua piramide au aceeasi baza rezulta din notatii; chiar
si patrulatere este redundant (iar faptul ca se chiar obtine un corp solid
este irelevant, caci problema este combinatorica, de pura incidenta). Corpul
obtinut devine nou ceva mai tarziu, iar a inscrie un numar in mijlocul unui
varf este o realizare demna de Swester Katrei (care se intreba cati ingeri
incap pe varful unui ac?)ﬂ O

5. INCHEIERE

Ca gi intr-un alt an (trecut), etapa locala a Municipiului Bucuresti a
Olimpiadei Nationale de Matematica s-a desfagurat intr-o zi de duminica,
15 februarie 2015; regina stiintelor nu si-a asigurat din timp ziua de sambata
— reclamata de Olimpiada de Fizica — si a trebuit sa se multumeasca cu un
timp de méana a doua (o gira a spinarii demna de o nevertebrata meduza ...).

In anii trecuti, SSMR avea bunul obicei sa posteze o harta a Romaniei,
cu link-uri pentru fiecare judet catre problemele si solutiile lor oficiale ale
Fazei Locale de acolo. Vad cd s-a renuntat (cel putin la momentul scrierii
acestor comentarii) la aceasta idee — pacat!

Foile de concurs si solutiile oficiale sunt scrise intr-un hibrid de IXTEX,
mult mai bun decat mai vechile materiale in WORD, dar care inca, uneori,
produce efecte estetice nepliacute. Vom ajunge, poate, odata, la o versiune
ireprogabila. Cel putin problemele au autori, si nu par create ad-hoc.

Problemele de gimnaziu ma intereseaza mai mult (decat cele de liceu)
in aceasta faza a competitiei, fiind mai putin supuse unor stricte cerinte
"tehnice”, deci permitand mai multa libertate si originalitate (care din
pacate nu sunt chiar in proportia ideala; reteta ”gustarii” este cam fada).
Cele mai multe din probleme au ramas destul de neatractive, iar ”scaparile”
din solutiile oficiale sunt descurajante. Cu toate acestea, fata de ceea ce s-a
comis la liceu, nicio comparatie!

5Tusent selen siczen in dem himelrich uff einer nadel spicz; o mie pot fi catarati pe
varful unui ac, crede Sora Katerina.
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