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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Nationale a Olimpiadei de Matematica,
Bragov 2013, sunt, ca de obicei, opinia personala a autorului. Ele sunt
addugate la o prezentare selectata a probelor de concurs. *

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. CLAsA A VII-A

Subiectul (2). Un zar este un cub de muchie 1, avand inscrise pe fete
cifrele de la 1 la 6, astfel incat suma cifrelor de pe oricare doud fete opuse
este 7.

Folosind 27 de zaruri, construim un cub cu muchia 3.

Stabiliti ce valori poate lua suma tuturor cifrelor de pe cele sase fete ale
cubului de muchie 3.

Solutie. Exista doua posibilitati de a construi un zar cubic; articolul din
Wikipedia precizeaza

Traditionally, opposite sides of a die add up to seven, im-
plying that the 1, 2 and 3 faces share a vertex; these faces
may be placed clockwise or counterclockwise about this ver-
tex. If the 1, 2 and 3 faces run counterclockwise, the die is
called right-handed and vice versa. Western dice are normally
right-handed and Chinese dice are normally left-handed.

Din fericire, este irelevant pentru raspunsul la intrebare modul cum au
fost construite zarurile.

Multumirile mele sincere celor cu care am dialogat cu privire la problemele propuse si
la efectele dorite, discutii care au condus la materialul de fata.
!Consultati subiectele in complet, solutiile oficiale si rezultatele la
http://ssmr.ro/onm2013 sau http://www.onm.isjbrasov.ro/subiecte.html.
1
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Din fiecare dintre cele 8 zaruri de colt se vad trei fete adiacente; pentru
fiecare, suma cifrelor vizibile poate i 14+2+3 =16, 1+24+4=7,1434+5=29,
14+4+5 = 10, sau complementele 64+2+3 = 11, 6+2+4 = 12, 6+3+5 = 14,
6 + 4 + 5 = 15. Din fiecare dintre cele 12 zaruri de la mijloacele muchiilor
se vad doua fete adiacente; pentru fiecare, suma cifrelor vizibile poate fi
1+42=3,143=4,144=24+3=5,145=244=6,2+6=3+5=38,
3+6=4+5=9,4+6 =10,5+4+6 = 11. Din fiecare dintre cele 6 zaruri din
centrele fetelor se vede o fata; pentru fiecare, suma cifrelor vizibile poate fi
1,2,3,4,5,6. Zarul central, al 27-lea, este invizibil.

Prin urmare, sumele minima si maxima ale cifrelor de pe cele sase fete
ale cubului de muchie 3 sunt m = 8 -6 +12-3 + 6 -1 = 90, respectiv
M =8-15+12-11+46-6 = 288. Dar din orice suma s (mai putin s = 288)
putem obtine suma s+ 1; daca un zar centru fata arata o cifra ¢ # 6, putem
schimba cu ¢ + 1; altfel, dacd un zar mijloc muchie arata o cifra ¢ # 6, 11,
putem schimba cu ¢ + 1; altfel, dacd un zar colt arata o cifra ¢ # 7,12, 15,
putem schimba cu ¢ + 1.

Dar atunci, daca un zar mijloc muchie arata o cifra ¢ = 6, putem schimba
cu ¢+ 2 = 8 si In acelagi timp schimba o cifrd 6 a unui zar centru fata cu 5;
iar daca un zar colt arata o cifrd ¢ = 7,12, putem schimba cu ¢+ 2 = 9,14
si in acelagi timp schimba o cifrd 6 a unui zar centru fata cu 5.

Prin urmare, toate valorile intre cele minima m = 90 si maxima M = 288,
inclusiv, pot fi obtinute. O

Subiectul (3). Fie ABCD un dreptunghi cu 5AD < 2AB. Pe latura AB
se considerda punctele S gi T astfel incat AS = ST = TB. Notam cu M,
N si P proiectiile punctelor A, S respectiv T pe dreptele DS, DT respectiv

DB. Aratali ca punctele M, N si P sunt coliniare dacd si numai dacd
15AD? = 2AB2.

Solutie. Nici nu indraznesc sa citesc solutia oficiala, complet metrica, si peste
a(12a® + 2b?)
6a? — b?
catetei gi altele. Aceasta fiind singura solutie oferita, nu este de mirare ca
rezultatele sunt oribile — un singur scor de 7, si o mana de alte scoruri
mai mari decat 1. Problema aduce un deserviciu atat de mare spiritului
matematic al olimpiadei, incat nu ma sfiesc sa o numesc criminala. ([l

15 formule de tipul , obtinute din Pitagora, Menelaus, teorema

Subiectul (4). Fie n un numar natural nenul; consideram multimea
M={1,2,...,2n+ 1}.

Stabiliti in cate moduri se poate partitiona multimea M in trei submulfimi
nevide A, B, C (AUBUC =M, ANB=BNC=CNA=0) astfel incdt
sa fie satisfacute simultan conditiile

(i) pentru orice a € A i orice b € B, restul impartirii lui a la b apartine
multimii C;

(ii) pentru orice ¢ € C exista a € A si b € B astfel incat c este restul
tmpartirii lut a la b.
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Solutie. Pentru a € A ¢i b € B vom nota cu c(a,b) = a — |a/b]b, restul
impartirii lui a la b, trebuind sa avem c(a,b) € C, si deci 0 < ¢(a,b) < b.
Trebuie atunci sa avem o« = min A > max B = f3, altfel a < i ¢(a, B) = «,
absurd. Solutia oficiala continuad cu ”Rezulta ca multimea A este alcatuita
din numere naturale consecutive i 2n + 1 € A”, dar acest fapt necesita o
clarificare, dupa cum urmeaza.

Fie v = max C; exista atunci a € A gi b € B pentru care v = ¢(a, b), deci
2n+1>a>a>pF>b>c(a,b) =~. De abia acum putem spune ca avem
A={a,a+1,...,2n+ 1}. Urméatoarea continuare din solutia oficiala nu o
inteleg deloc ”Fie by cel mai mic element din multimea B. Deoarece 0 ¢ C,
rezulta ca 2by > 2n +17.

Continuarea mea este ca trebuie acum sa avem 3 = a — 1 (din v < f).
Din relatia obtinuta mai sus 2n+1 > a = |a/b]b+~ > b+~ > 2y +1 rezulta
v <mn,gideciv+1 € B, cuy+1 < n+1. Dar dacan+1 € A, atunci A contine
cel putin (2n+1)—(n+1)+1 = n+1 numere naturale consecutive, si atunci
unul dintre ele se va divide cu v + 1, ceea ce ar duce la un rest 0, absurd.
Trebuie deci n + 1 € B, dar atunci ¢(2n+ 1,n+ 1) =n € C, asadar v = n.
Rezulta evident {n+1,n+2,...,a—1} C B, pentruun n+2 < o < 2n+1.
Avem insa c(a,b) =a—b,pentrua<a<2n+1si —a+1<-b< —n—1,
caci atunci 1 = |a/(a—1)] < |a/b] < [(2n+1)/(n+1)] = 1. Este usor

de vazut ca aceste valori a — b acopera toata plaja de valori 1,2,...,n, si
aceasta indiferent de valoarea lui n +2 < a < 2n + 1, ceea ce forteaza
{1,2,...,n} C C. Finalmente, aceasta inseamna precis

A={a,a+1,....2n+1}, B={n+1,n+2,...,a—1}, C={1,2,...,n},

cu (2n+1) — (n+2) + 1 = n valori pentru «, deci cu totul.

O problema extrem de dificila, mai potrivita unui test de selectie. Doar 5
scoruri de peste 4 puncte, si ma intreb cum s-a facut corectura, cand solutia
oficiald mi se pare incomprehensibila. O

3. CrLAsA A VIII-aA

Subiectul (2). Pe o tabla de sah de dimensiuni infinite se muta o turd,
alternativ pe orizontald si pe verticala. Tura se deplaseaza un patratel la
prima mutare, doud patratele la a doua mutare si, in general, n patratele la
a n-a mutare, pentru orice n € N*. Fie T multimea numerelor naturale n
cu proprietatea ca exista un sir de n mutdri dupd care tura revine la pozitia
nitiald.

a) Aratati ca 2013 ¢ T';

b) Determinati numdrul elementelor mulfimii T N {1,2,...,2012}.

Solutie. In romaneste, terminologia mai obignuita pentru aceasta piesa de
sah este turn, dar se pare ca tura este cat de cat acceptat, asa ca treaca
de la noi ...



4 COMENTARII

Pentru acel caz cand ultima mutare este ortogonala cu prima, parcursul
descris a fost numit golygon, sau izogon serial de catre Lee Sallows; exista
o literatura si problemistica bogata legata de dezvoltari ale acestei notiuni.
Martin Gardner a gasit o colorare ingenioasa a tablei de sah, pentru a putea
demonstra ca trebuie n = 0, —1 (mod 8). Modele sunt usor de gasit, bazate
pe identitatea m — (m + 2) — (m + 4) + (m + 6) = 0 pentru orice intreg
m > 0, dar exista si altele decat cele construite astfel. Va recomand sa
studiati materialul (in limba engleza) ”Isogons-of-90-Degrees”, disponibil
pe site-ul nostru. Problema este, in zilele noastre, folclor ... O

Subiectul (3). Determinati numarul real x > 0 i numarul natural nenul
n pentru care |x] + {1/x} = 1.005 - n.

Solutie. Sa rezolvam, mai general, ecuatia |x|+{1/z} = k+e¢, pentru z > 0,
EeNsgi0<e<1 (adica |z| =k, {1/x} =k +¢).

e Dacd € = 0, atunci 1/x = m € N*, deci x = 1/m. Acum, pentru m =1
reiese x = 1, k = 1, adica solutia ’ (x,k,e) =(1,1,0)

; iar pentru m > 1

reiese k = 0, adica familia de solutii ’(x,k:,s) = (1/m,0,0) ‘, unde m > 2
intreg.
e Dacd € > 0, atunci 1/x =m+¢, cu m € N, deci x = 1/(m +¢). Acum
e dacd m > 1, atunci 1/(m+¢) < 1, deci k = |z| = 0, adica familia
de solutii ’ (x,k,e) = (1/(m+¢),0,¢) ‘, unde m > 1 intreg 5i 0 < & < 1.
e daca m = 0, atunci z = 1/ > 1, deci k = |z| > 1, adica familia
de solutii ’ (x,k,e) = (1/e,|1/e],e) |, unde 0 < e < 1.

. 201
In cazul nostru, k+c = 1.005-n = %n > 1, ceea ce elimina cazul € = 0 si

primul subcaz de la € > 0. Fien = 200g+7r,cuqg € Nsi 0 <r < 200, r € N.

201 T
Atunci — 2 = (201 o
tunci k +¢ 500" (201g+7) + 500
singurului subcaz ramas cere acum 201g+r = k = [1/e| = [200/7], de unde

q=0sidecin=Fk=r=[200/r], ceea ce conduce la n? < 200 < n? + n,
cu singura posibilitate n = 14, de unde solutia ’ (x,n) = (100/7,14) ‘

, de unde r > 0, caci € > 0. Solutia

O problema relativ sterila, de manipulare a conceptelor de parte intreaga
i fractionara intr-o expresie din felul careia se pot crea multe ... U

Subiectul (4). Numim speciala o mulfime M de numere reale avind
proprietatile

(i) pentru orice x,y € M, x # y, numerele x +y si xy sunt nenule, exact
unul dintre ele fiind rafional;
(ii) pentru orice x € M, numdrul x* este irational.

Aflati numarul maxim de elemente ale unei mulfimi speciale.
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Solutie. Evident, 0 ¢ M; pentru |[M| > 1 avem M C R\ Q, caci daca
x € MNQ*siye M\ {z}, atunci x + y si xy sunt sau ambele rationale,
sau ambele irationale (un alt motiv este ca din (ii) rezulta z irational).

S& notam, pentru x € M, cu S; = {u € M\ {z} | v +u € Q*} si
cu P, = {ve M\{z}|zveQF; avem evident M = {z} U S, U P, si
Sy NP, = 1.

Sa presupunem ca vi,ve € P, distincte; atunci v; = ;—1 Si vy = %, cu

r1+ 12 172

) r
Sl ViU = poN sunt

ambele irationale (ciici 22 trebuie s# fie irational), contradictie. Prin urmare
. : r

|P;| < 1. Mai mult, pentru a avea |P;| = 1 trebuie ca P, = {y = —}, r € Q*.
x

ri,m2 € QF, |r1| # |re|. Dar atunci vy + vy =

Sa presupunem ca ui,uo,us € S, distincte; atunci avem u; = r; — x,
Uy = T9 — T 8l ug = r3 — x, cu ri,re,r3 € Q* distincte. Dar atunci avem
up +ug = (r1 +1r2) — 22 & Q si deci trebuie ujuy = (r1 — x)(ry — ) € Q*.
-

— e Q" \ {1},
dar aceasta duce la z € Q, contradictie. Prin urmare |S;| < 2. Mai mult,
pentru a avea |Sy| = 2 trebuie deci (r; —z)(ry — x) € Q*, asadar x de forma
x =m =+ ,/p, unde m € Q¥, iar p € Q" nu patratul unui numar rational.
Avem acum aproape suficiente informatii pentru a ” ghici” un model maximal
pentru o multime M speciala cu 4 elemente, ca cea din solutia oficiala.

r
La fel, trebuie ujus = (1 — x)(rs — z) € Q*, dar atunci 2
T3

Dupa chinuitoare calcule se poate efectiv gasi structura tuturor multimilor
speciale M maximale, cu 4 elemente. Avem

M={z=m+/py=-m+p,z=n—p,t=-n—./p},

unde m,n € Q*, |m| # |n| (din cauza cerintelor x + z si « + ¢ nenule), iar
p € QF nu patratul unui numaér rational. Modelul oferit ”deus ex machina”
din solutia oficiala se obtine pentru m = —1, n = 2, p = 2. Se verifica usor ca
xy, zt, x+z, x+t, y+z, y+t € Q*, lafel de usor ca z+y, z+t, xz, xt, yz, yt € Q,
siin fine ca 22,92, 22,1 € Q.

O problema extrem de dificila. Doar un scor maxim de 7, si foarte putine
alte scoruri de peste 2 puncte. O

4. CLASA A IX-A

Subiectul (1). Un sir de numere este numit complet daca are termeni
naturalt nenuli $i orice numar natural nenul are cel putin un multiplu printre
termenii sirulus.

Ardtati cd o progresie aritmeticd este sir complet
daca 1 numai daca ratia sa divide primul termen.

Solutie. O omisiune importanta; autorii au crezut ca specificatia conform
careia un sir complet este format din numere naturale nenule 1i absolva de
nevoia de a impune aceeasi conditie progresiei aritmetice.



6 COMENTARII

Fie progresia aritmetica de numere naturale nenule
ap,a1 =ag+7,...,anp =ag +MNr,....

Evident cazul r = 0 este acoperit, caci atunci progresia nu este gir complet,
dar nici ratia nu divide primul termen. Prin urmare consideram r > 0.
Daca progresia este sir complet, atunci pentru m = r exista n > 0 astfel ca
m | ap, adica r | ap + nr, prin urmare r | ag. Invers, daca r | ap, atunci
pentru orice numar natural nenul m avem m | a,, = a9 + nr = r(ag/r +n)
ludnd n = km — ap/r pentru k suficient de mare. ]

Subiectul (2). Fie f: R — R o functie arbitrara i g: R — R o functie de
gradul al doilea, avand proprietatea
Pentru orice numere reale m si n, ecuatia f(xr) = mx +n
are solutii dacd §i numai daca ecuatia g(x) = mzx + n are
solutis.
Aratati ca functiile f si g sunt egale.

Solutie. Un rationament grafic ne duce imediat la concluzie, chiar pentru
orice functie g strict convexa (sau strict concava, in care caz lucram cu
—g si —f). Multimea D, a punctelor aflate pe, sau deasupra graficului G,
al functiei g este deci strict convexa. Fie xg real; exista atunci o dreapta de
suport £y data de y = ma + n pentru Dy in punctul (zg, g(zg)). Daca am
avea f(xo) < g(xp), atunci dreapta paralela la ¢y prin punctul (zg, f(zo))
nu intersecteaza G4, dar intersecteaza graficul G al functiei f. Cum zg a
fost luat arbitrar, rezulta ca f(x) > g(z) pentru orice x real, deci Gy C D,.
Daca am avea acum f(xg) > g(xo), atunci dreapta ¢y nu intersecteaza Gy,
dar intersecteaza G|.

Un contraexemplu cu g convexa dar nu strict convexa este dat de g(x) = 0
pentru |z| < 1si g(x) = 22 — 1 pentru |z| > 1, iar f(z) = g(z) pentru z # 0
si f(0) = 1. Un contraexemplu cu g neconvexa este dat de f(x) = sinz,
g(z) = cosz.

O probleméa care s-a dovedit extrem de dificila, desi ideea este simpla.
Doar 4 scoruri de peste 3 puncte, si foarte putine alte scoruri diferite de 0.
Un prim vinovat ar putea fi faptul ca g functie de gradul doi este doar un
caz particular, mascand fenomenul. Apoi, copiii nogtri nu mai sunt obignuiti
sa faca rationamente euristice, grafice, care sa conduca la o solutie formala,
algebrizata. (]

Subiectul (4). Consideram un numar natural nenul n i functia

x o
5 ,dacd x este par
[ N=N, f(z)=

r—1

5 + 2771 dacd x este impar

Determinati multimea

A={zeN|fofo-of(x)=a}.

den ori f
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Solutie. " Observam ca f(z) < x pentru x > 2", deci A C {0,1,...,2" —1}”
spune solutia oficiala, dar argumentul nu este suficient; nu rezulta atunci
ca f(x) > 2", deci sirul inegalitatilor se poate rupe. Mai trebuie adiugat
ca f(x) < 2™ pentru x < 2", i atunci daca vreo iterata a lui f in x > 2"
coboara sub 2" vom avea f"(z) < 2™ < z, iar dacd nu, inegalitatile se
compun in a da tot f"(x) < x.

Modul elegant este de a identifica un numar natural 0 < m < 2" — 1 cu

cuvantul binar wy, = (dp—1,dp—2,...,d1,dy), unde di € {0,1} pentru orice
n—1

0<k<n-—-1sim= Zd;ﬂk; atunci f(wn,) = (do, dn—1,...,d1) = o(wp),
k=0

cu permutarea ciclicd o = (n—1,...,1,0). Astfel f™(wp,) = o™(Wm) = W,

i atunci A ={0,1,...,2" — 1}. O

5. CLASA A X-A

Subiectul (2). Se considera numerele complexe distincte a,b,c,d. Sa se
demonstreze ca urmdtoarele afirmatii sunt echivalente

i) Pentru orice z € C are loc inegalitatea |z —a|+|z—b| > |z—c|+ |z —d|;
ii) Exista t € (0,1) astfel incit c =ta+ (1 —t)b i d= (1 —t)a + tb.

Solutie. Geometric, trebuie sa aratam ca fiind date patru puncte distincte
A,B,C,D in plan, avem ZA+ ZB > ZC 4 ZD pentru orice punct Z din
plan daca si numai daca C, D se afla pe segmentul AB, egal distantate de
mijlocul sau M (expresiile date sunt combinatii convexe simetrice de a, b).
Daca punctele C, D sunt astfel situate, ludnd Z’ simetricul lui Z fata de
M, paralelogramul (eventual degenerat) ZCZ'D este continut in paralelo-
gramul (eventual degenerat) ZAZ'B, deci are semiperimetrul cel mult egal.
Invers, luand N mijlocul lui CD, avem ZA+ ZB > ZC +ZD > 2ZN

1
pentru orice punct Z din plan. Atunci, pentru Z = A avem AN < iAB’
1
iar pentru Z = B avem BN < §AB7 deci trebuie N = M. Prin urmare

1
AN = §AB = BN. Aceasta implica AC+AD = 2AN ¢i BC+BD =2BN,
deci A,C,D si B,C,D sunt coliniare, cu C, D situate intre A, B si egal
distantate fata de mijlocul lui AB.
Solutia oficiala este complet algebrica, si din aceasta cauza relativ ne-

transparenta. Ca de obicei, viziunea geometrica este preferabila, si in plus
mult mai eleganta. ([l

Subiectul (3). Sa se determine toate functiile injective f: Z — 7 care
satisfac relatia |f(x) — f(y)| < |z — y| pentru orice x,y € Z.

Solutie. Avem 0 # |f(z + 1) — f(z)| < 1, deci "pasul” functiei f este +1
la fiecare moment. Dar injectivitatea lui f face ca pasul sa nu poata fi
schimbat, deci el este constant egal cu +1. Prin urmare f(x) = x+ f(0) sau

f(x) = =z + £(0).
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O problema din aceeasi familie de idei a fost Subiectul 2 de la clasa a [X-a
de anul trecut. Macar era ceva mai dificila, caci cea prezenta este copilaros
de simpla, iar plasarea ei pe pozitia a 3-a o greseala grava de gust si de
estimare. Mai nimeni n-a ratat-o. [l

Subiectul (4).
a) Sa se arate ca

L Do
— p— —_— .. —_— m
23" 4 om

pentru orice m € N*,
b) Fie p1,pa,...,pn numerele prime mai mici decdt 2'%°. Sd se arate cd

1 1 1 1
—+—+—+--+—<10.
b1 D2 D3 DPn

Solutie.
a) Arhicunoscut, prin simpla observatie ca

1 1 1 1 1 1
S R R B I I T
b) Fie P = {p1,p2,...,pn}. Numerele zyzt, cu x <y < z <t din P, sunt
distincte, si 1 < zyzt < 2490, Atunci
4

2400
1 1 1
ST <4 Y = <24) < 24400 < 104
D xyzt q
peP r<y<z<teP q=2

Exponentul 3 este prea mic pentru a furniza o margine buna. Pe de alta

parte, sa observam ca luand P* = {1, p1,p2,...,p,} obtinem
1 4 2400 1
1 -1 <4l <24 = <24-401 < 104,
t2 p| 2 . 1Yzl Z_: q
peP r<y<z<teP q=1

1
deci Z — < 9. Mergand chiar mai departe, obtinem

peEP
1 6 2600 1
1 -1 <e! <720 = < 720-601 < 96
- Z pl Z ryztuv Z q ’
peP r<ly<z<t<u<lveP* q=1

. 1 . .
deci g — < 8. Nu are sens sa mergem mai departe, caci 7 nu aduce o mare
peEP p
ameliorare, iar exponenti mai mari decat 7 duc la valori mai proaste, caci

/q!(100q + 1) devine crescator pentru q > 7.

Problema, in forma ei finala, este imprumutata din lista suplimentara de
probleme de schimb pentru concursul Master of Mathematics din martie
2013, si apartine lui Marius Cavachi (vezi comentariile mele pentru Testele
de selectie). Ideea a fost oarecum diluata, dintr-o dorinta de a face intrebarea
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mai ugoara, cu toate ca strica iremediabil problema, dar tot a ramas dincolo
de posibilitatile concurentilor, mai nimeni luand puncte pentru punctul b).
Tipul de rationament folosit isi are obarsia la marele Euler. U

Consecinta fireasca a alegerii problemelor clasei a X-a este ca proba nu a
fost deloc departajanta, locurile de la 3 la 21 fiind 1n plaja de scoruri 23 —21.
Noroc cu Stefan Spataru, care i-a venit de hac problemei 4, altfel riscam sa
avem o gramada de concurenti cu acelasi scor pe pozitia unu.

6. CLAsA A XI-A

Subiectul (2). Fie m gi n numere naturale, m,n > 2. Consideram ma-
tricele Ay, Ag, ..., Ay € My(R), nu toate nilpotente. Demonstrati ca exista
un numdr intreg k > 0 astfel incat AY + AKX +... + Ak £0,.

Solutie. Singura modalitate care pare aici disponibila este calcularea urmei
expresiilor date; din faptul ca sume de puteri ale valorilor proprii ale ma-
tricelor sunt toate nule, formulele Newton conduc la concluzia ca toate acele
valori proprii vor fi nule, deci toate matricele nilpotente, absurd. Nu vad
de ce matricele nu au fost date in M,,(C), cu valori complexe, din moment
ce faptul ca sunt reale nu are nicio importanta. lIar ideea nu este chiar la
indemana; noroc ca astfel de metode s-au prezentat la pregatirile din afara
clasei, la unele licee mai grijulii. O

Subiectul (4).

a) Fie f:]0,00) = [0,00) o functie derivabila si convexd. Aratati ca dacd
f(z) <z, oricare ar fi x > 0, atunci f'(z) <1, oricare ar fi z > 0.

b) Determinati functiile f: [0,00) — [0,00) derivabile si convexe care au
proprietatea ca f(0) =0 si f'(z)f(f(x)) =z, oricare ar fi x > 0.

Solutie.

a) Este cunoscut faptul ca derivata unei functii reale derivabila si convexa
este functie crescatoare. Daca ar exista xo > 0 cu f/'(z) > 1, atunci pentru
orice z > xy va exista (din teorema lui Lagrange) un ¢, € (zg,z) pentru

care f@) = f(wo) = f'(¢z) > f'(xg) > 1. Dar atunci
T — X0
f(x) —a > (f'(x0) — Dz — (zof'(x0) — f(x0)) >0
pentru orice x > xg + W, in contradictie cu ipoteza.

Nu gtiu de ce solutia oficiala transfera teorema lui Lagrange in inegalitati
intre pante de secante la graficul lui f, care rezulta din convexitatea lui
f (invocate fara demonstratie, la fel ca i introducerea din demonstratia
mea). Cele doua lucruri sunt evident echivalente, dat fiind ca f este data
derivabila.

b) Manipularea relatiei date conduce infailibil la rezultatul f(z) = =
pentru orice x > 0. U
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7. CLASA A XII-A

Subiectul (4). Fie n > 2 un numar natural, (K,+,-) un corp comutativ
cu proprietatea ca 1+ ---+ 1 # 0 pentru orice m = 2,...,n, f € K|X] un
prop +-+1#0p f e K[X]

de m ori
polinom de grad n si (G,+) un subgrup al grupului aditiv (K+), G # K.
Sa se arate ca existd a € K, astfel incdt f(a) € G.

Solugie. Un rezultat intr-adevar simpatic, cu o solutie care sta intr-o singura
idee — care daca s-a pogorat asupra concurentului va duce imediat la solutie,
iar daca nu, nu.

Ideea este de a considera operatorul de diferente finite A: K[X] — K[X]
dat prin Af(X) = f(X +1) — f(X) (provenienta este de la marele Euler; o
discutie asupra proprietatilor sale poate fi gasita in volumul RMC 20086).
Vom avea deg Af = deg f — 1 pentru caracteristica 0 sau mai mare decat
deg f, iar daca f(K) C G, atunci §i Af(K) C G — G = G (G este grup).
Prin iterare, rezultd, A" ' f(K) C G, dar deg A" 'f =deg f — (n—1) =1,
asadar o functie liniara, care este bijectiva, si atunci A" 1 f(K) = K, ceea
ce conduce la G = K, contradictie. O

8. INCHEIERE

Dupa cate inteleg eu, timpul inchinat alcatuirii probelor de concurs de
catre Comisia Nationala se scurteaza din ce in ce — in stricta conformitate
cu Programul Oficial, comisia de elaborare a subiectelor nu ar fi avut timp
sa faca acest lucru decat in a doua jumatate a zilei de duminica si prima
jumatate a zilei de luni, incununatd cu o gedinta tehnica de 1/2 ora, luni
seara. Mult prea expeditiv, superficial, si prada posibilitatilor (ag putea zice
chiar certitudinilor) de eroare. Comisia Nationala devine in schimb din ce
in ce mai obeza ca organism; multi veniti, dar putini ”chemati”.

Mai multa atentie a fost acordata site-ului oficial, esential si el — pentru
comunicarea intre lumea concursului si cea ”exterioara” — dar totusi fiind
secundar continutului matematic. De la distanta judecand, gestionarea a
fost in regula, site-ul fiind incarcat cu probleme, solutii si rezultate, de indata
ce acestea deveneau disponibile.

Problemele au fost departe de a fi fost judicios alese; clasele a VII-a si a
X-a fiind cele mai deficitare din acest punct de vedere. De unde nu este, nici
Domnul nu poate cere.

Unii dintre voi nici nu au participat; va urez succes si o calificare stralucita
in anii care vor veni. Unii au avut un concurs de proasta calitate — nu va
descurajati! norocul se poate intoarce. Unii au obtinut rezultatele pentru
care au muncit gi pe care le-au dorit — felicitarile mele cele mai sincere!



