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1. INTRODUCERE

Aceasta prezentare, insotitda de comentarii asupra celei de a XIV-a editii
a concursului Calude, Galati, 26-27 octombrie 2013, este, dupa conventia
general acceptatd, opinia personald a autorului.'

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, si prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile personale.

2. CLAsA A VII-A

Subiectul (2). b) Se considerd 2013 numere naturale nenule cu proprietatea
ca suma inverselor lor este mai mare sau egald decat ca 11. Demonstrati
ca cel putin doua numere naturale dintre cele 2013 numere naturale nenule
sunt egale.

MARIN DOLTEANU, Galati

Solutie. O alta irupere a chestiunilor banale din clase superioare in universul
celor mici. Manipularea seriei armonice este elementara catre clasele a X-a
si a XI-a, dar astfel introducem juniorii in probleme neinteresante pentru ei.
Si oricum, cum poate fi semnata o astfel de intrebare?

2n—1
Bazata pe ultra-cunoscuta inegalitate Z z < n, care provine din
k=1
2m_1 2m_1
1 1
E < Z om—1 = 1’
k=2m—1 k=2m—1

pentru 2 < m < n. Deoarece 2013 < 2! — 1, rezultd ca cel putin doua
dintre numere se repeta. Dar de fapt inegalitatea este slaba; cea mai buna

2n—1

este Z z <nln2+1, cu o suma mai mica decat 11 pentru 2'4 — 1 numere
k=1

naturale nenule distincte. ([

Subiectul (3). Fie a,b,c si d numere intregi impare astfel incat:
0O<a<b<c<d ad=bec, a+d=2" sib+c=2",
unde m, k € N*. Sa se demonstreze ca a = 1.

kKK

ISubiecte, solutii oficiale si rezultate complete la http://mategl.com/
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Solutie. Problema este foarte frumoasa, dar mult prea grea pentru nivelul
acestui concurs; primii cinci clasati — cu premii — au totalizat doar 5/35
puncte pe aceasta problema.

Fie ad = bc = r?; atunci, deoarece 0 < a < b < ¢ < d, vor exista

1
0 <z <y <1 astfel incat sa avem a = zr,b = yr,c = —r,d = —r, si atunci
x

1 1 1
2 =—a+d= x+>r><y+ r:b—i—c:Qm,cécifunct;iath—{—;
Z Yy

este descrescatoare pe (0,1). Rezulta k > m.

Scriem acum a(2¥ —a) = b(2™—b), de unde (b—a)(b+a) = 2™(b—2F"™a).
Avem cmmdc(b — a,b + a) = 2cmmdc(a, b), deci 271 divide unul dintre
factorii b + a, dar atunci 27! < b+a < b+ c = 2™, ceea ce forteaza
b+a=2""1. Drept consecintd cmmdc(a,b) = 1. In mod similar, pornind
cu a(2F —a) = ¢(2™ —¢), obtinem cmmdc(a, ¢) = 1. Dar ad = be, deci a | be,
ceea ce forteaza a = 1. Faptul ca si cmmdc(b,¢) = 1, obtinut in solutia
oficiala, este irelevant; oricum avem si cmmdc(a,d) = 1.

9i intr-adevar pentru orice m > 3 exista solutia k& = 2(m — 1), cu
(a,b,c,d) = (1,2m~t —1,2m=1 4 1 4m=1 _1). Este ciudat ci propunatorii
problemei s-au oprit aici. Cu un mic efort suplimentar vom demonstra ca
singurele solutii sunt cele ”ghicite” mai sus. Este intotdeauna satisfacator
sa spunem cat mai mult, daca nu chiar totul, despre chestiunea examinata.
Dar multi se opresc pe parcurs, si prezinta doar un rezultat incomplet, din
pacate (din lene, sau ... 7)

Avem deci b+c¢ = 2™, be = d = 2F — 1, deci b, ¢ sunt radicinile trinomului
A2 —2m)\ 4 (2 —1) = 0. Atunci discriminantul trebuie sa fie patrat perfect,
deci 22(m=1) — 2k 1 1 = A? sau (A — 1)(A + 1) = 2F(22"+=2 _ 1), Un
argument asemanator cu cel de mai sus arata ca cmmdc(A —1,A+1) = 2,
deci 2F~1 divide unul dintre factorii A + 1. Dar daci 2m — k — 2 > 0, vom
avea A+1 > 21 deci A—1>2F"1 -2 > 2(22m=%=2 _1), cici k > m, prin
urmare (A +1)(A — 1) > (2F1)2(22mk=2 _ 1) = (A — 1)(A + 1), absurd.
Rezulta ca trebuie sa avem 2m —k—2 =0, deci A = 1, gi atunci b = 2™ — 1,
c=2"4+1gid=2F—-1=4m"1_1, dupa cum am promis mai sus. U

Remarca. O informatie de ultim moment localizeaza aceastd problema ca
fiind OIM 1984, Problema 6, propusa de Polonia (dar tot doar in forma
incomplet#, cerand doar a = 1).2 Cale lunga! — de la Problema 6 (cea mai
grea intr-o OIM) din 1984 la o problema de clasa a VII-a dintr-un concurs
interjudetean din 2013. S& ne mai miram de rezultate?

O problema cu enunt, asemanator, dar altfel complet diferita (si cu mult
mai simpla) se pare ca provine din revista Parabola nr. 1, 1985 (Australia).

Solutia este extrem de rapida.
Avem (a+b+c+d)d = ad+bd+cd+d? = be+bd+cd+d* = (b+d)(c+d).
Dar a4 b+ c+d este mai mare decat fiecare din factorii b+d > 1si c+d > 1,
deci nu poate fi numar prim. [ |

2Solu‘gia din IMO COMPENDIUM (pagina 470, Problema 16 din ShortList 1984); vezi
http://bolyai.cs.elte.hu/ nagyzoli/compendium.pdf
face referintad in remarca finald ci toate solutiile pot fi precizate (forma de mai sus),
dar fara demonstratie.
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3. CLAsA A VIII-a
Subiectul (2). b) Se considera numdrul natural x = 112000...0896.
————’

n zerouri
Sa se determine n € N pentru care numarul x este pdtrat perfect.

ALEXANDRU IONEScuU, Galati

Solutie. Avem x = 112-10"+3 +896 = 24.7(10"+3 4+-8) = 27.7(2"-5"+3 1),
Pentru n > 0 avem deci 27 | x si 28 t 2, deci x nu poate fi patrat perfect.
Pentru n = 0 avem insa z = 27 - 7(52 + 1) = (2* - 3-7)2.

Dintr-o orbire a autorului si a celor care au pregatit problema, solutia
oficiala se complica in mod inimaginabil, considerand posibilitatile pentru
ultima cifra a unui numir 7k2, cu o discutie subsecvents pe cazuri, care mai
bine ramaéane trecuta in tacere ... Este evident ca problema a fost intentionat
”compusa” pentru a face astfel de jonglerii si acrobatii ca cele prezentate
in solutia oficiala; in limbaj sahistic, o solutie neintentionata, care reduce
problema la ridicul, se numeste cook. O

Subiectul (3). a) Punctele My, My, M3, My in plan verifica proprietatea cd
distanta dintre oricare doud dintre ele se afld in intervalul [2013;2013+/2].
Sa se demonstreze ca existd un cerc pe care sunt situate cele patru puncte,
a carui razd se cere a fi precizatd.

Prelucrare CONSTANTIN URSU, Galati

Solutie. Numarul 2013 nu joaca, ca de obicei, niciun rol; pentru distante
situate in [d, dv/2] tristul adeviir ascuns este ci singura posibilitate este ca
cele patru puncte sa fie varfurile unui patrat de latura d, inscris deci intr-un
cerc de razi dv/2 /2. larasi pernicioasa ascundere a faptelor sub cortina unui
enunt, "mai general” (cerand doar conciclicitatea punctelor). ([l

4. CLASA A IX-A
Subiectul (1). Sa se rezolve in Ry ecuatia:
(522 + 3z 4 2)(5y% — 3y + 2) = 3lzy

PETRE BATRANETU, Galati
1 31
Solutie. Din moment ce 5t2 + 3t + 2 = 20 (10t + 3)2 + 20 > 0, rezulta ca
2 2
x,y sunt nenule. Scriem atunci 31 = (53} + -+ 3) <5y + - - 3), si cum
z Yy

2
St+ 2> 24/10, rezulti 31 > (2v/10 + 3)(2/10 — 3) = 31, deci solutiile sunt

2
cazul de egalitate r = y = £ O tipica simulare de ecuatie, care de fapt nu
se rezolva, ci se reduce la cazul de egalitate al unei inegalitati. M-am cam
plictisit de asemenea ”idei”, mai bine lasate pentru a fi lucrate la clasa. [

5. CLASA A X-A
Subiectul (2). Determinati functiile f: Z — 7 care verifica relatia
f(f(n+1)+3) =n,
v n € Z.

*kk
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Solutie. Mai intai si intai, scriem relatia in forma mai simpla si simetrica
f(f(n+3)+4+3) =n+2. Ca de obicei, pentru relatii cu iterari de functii,
mai aplicam o iterare catre f(f(n+3) +3) +3 =n+ 5, si obtinem

fn+3)+2=f(f(f(n+3)+3)+3) = f(n+5),

sau, cu o substituire de variabila, f(k + 2) = f(k) 4+ 2 pentru orice k € Z.
Prin simpla inductie obtinem f(2k) = 2k + f(0) si f(2k + 1) = 2k + f(1),
pentru orice k € Z. Dar din relatia initiala reiese imediat ca f este bijectiva,
deci f(0) # f(1); mai mult, aceste valori trebuie deci sa aiba paritati diferite.

e Pentru f(0) impar se vede atunci ca pentru o astfel de functie avem,
pentru n + 1 = 2k,

f(f(n+1)+3) = f(2k + f(0) +3) = (2k + f(0) + 3) + £(0),

dar gi n = 2k—1, deci f(0) = —2, contradictie, deci acest caz nu este posibil.
Solutia oficiala contine o greseala de calcul, si nici nu pune clar in evidenta
contradictia.

e Pentru f(0) par (si f(1) impar) se vede atunci ca pentru o astfel de
functie avem, pentru n + 1 = 2k,

F(fln+1)+3) = f(2k + f(0) +3) = (2k + f(0) +2) + f(1),
dar si n = 2k — 1, deci f(0) + f(1) = —3. Pentru n 4+ 1 = 2k + 1 avem
f(f(n+1)+3) = f(2k+ f(1) +3) = (2k + f(1) + 3) + f(0),

dar si n = 2k, deci iarasi f(0) + f(1) = —3. Prin urmare orice valori, para
pentru f(0) si impara pentru f(1), cu f(0)+ f(1) = —3, determina o solutie,
si toate solutiile sunt de aceasta forma. [l

Subiectul (3). Fie (an)n>0 un gir de numere reale, pozitive. Ardtati cd
multimea

TuLiaANA Duma, Galati

1+a 1 .
LS COSAp—1 + —=Snan—1

an—1 \/ﬁ

A:{nGN*;

este infinita.

Solutie. O problema mai mult de clasa a XI-a decat de a X-a. Intr-o forma
sau alta, revine la divergenta unei serii cunoscute; iar forma trigonometrica
este o complicatie formala de gust Indoielnic, un aga numit red herring.
Daca inegalitatea este inversa de la un rang N incolo, vom avea
1+ay 1 .
COS Up—1 + —=SIN Ay —1
Ap—1 n

vn

1+a n+1
din Cauchy-Schwarz, deci + On <4/ i , pentru orice n > N. Scriem
n

ap—1

< < \/(COS2 an-1+sin?a,_1)(141/n)

aceasta ca

>\ 1+ )>\/ +\/ (1+ ) >
an_—_ a a
N=1 = N+1 N = N+1 N +2 N+1) =

§i prin iterare, pentru orice m € N*,

i N N i 1
> 1 >VNS ——
aNl—;\/N+k+\/N+m“N+ 1= ;\/N+k
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o

Dar seria E 7 este divergenta, deci orice rest al ei este si el divergent,
k=1 )

ceea ce duce la concluzia ay_1 = oo, absurd. O

6. CLASA A XI-A

Subiectul (2). Sa se rezolve in R sistemul:
x B y B z

5(2+1) 6(y?+1) 7(z2+1)

zy+yz+ze =1
VASILE Popra, Galati

Solutie. Reminiscente C. Ionescu-Tiu! Configuratie de geometrie metrica,
cu trigonometria tradusa in algebra.

Expresia zy + yz + zx = 1 trimite la substitutiile x = tana, y = tan g,

T
z=tany,cua+B8+vy= 5 (pentru cazul z,y,z > 0). Apoi ne uitam la
un triunghi de laturi 5,6,7 si unghiuri 2a, 23,2, si exprimam cantitatile
dupa formule trigonometrice cunoscute (dar plicticoase). Se obtine in final

36 46 616
5 , 2 =€ ,

TR Y T A 18

Subiectul (3). Fiind dat n € N, n > 2, sa se determine numdarul mazim
n

de termeni nenuli din suma Z |f (@) — f(J)| dupa toate alegerile functiei
ij=1

f:A{L2,...,n} = {a,b,c}. unde a,b,c € R fizate si distincte doua cate

doua.

cue = =+1. |

DORIN ANDRICA

Solutie. Ce treaba are suma aceea? e doar o intrebare despre numarul de
expresii f(i) — f(j) # 0, si care nu are nimic de-a face cu suma modulelor,
care depinde de a, b, c. Solutia oficiala se complica apoi In mod nejustificat.

Notand cu x, ¥y, respectiv z numarul elementelor peste care f ia valoarea
a, b, respectiv ¢, este clar ca numarul expresiilor nenule este 2(zy +yz + zz),
cu x +y+ 2z = n. Valoarea maxima se obtine cand partitia este quasi-
echipartita, deci (z,y, 2) = (k, k, k) cand n = 3k, sau (z,y,z) = (k,k,k+ 1)
cand n = 3k+1, sau (z,y,2) = (k,k+1,k+1) cand n = 3k + 2. Fenomenul
este banal, din inegalitatea Maclaurin 3(zy 4+ yz + z2) < (z +y + 2)?, cu
restrictia ca x,y,z sunt numere naturale (deci cazurile extremale trebuie
ajustate corespunzator); si este caracteristic grafului maximal Turan. O

7. CLASA A XII-A

Subiectul (1). a) Fie a € (1,00) si functia f: R — R pentru care avem
In(f(z)? +1) + af(x) = =, V x € R. Sa se demonstreze cd
functia f admite primitive.
MiHAl DrAaGos ToToLICt, Galati
b) Pe multimea M se ia o operatie (notata multiplicativ), cu proprietatea
x(yr) =y, V z,y € M. Sd se demonstreze cd fiecare din
ecuatiile ax = b st xa = b, unde a,b € M, au solutie unica in M.
kokok
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Solutie. a) Ideea (similara cu cea pentru Problema 3) este de a considera
functia g: R — R daté prin g(¢) = In(t24 1) +at pentru orice t € R. Functia
at? +2t+a  (at+1)?+ (a®>—1)

este evident derivabild, cu ¢'(t) = = >0
g eug(t) 211 a2 + 1) ’
deci g este strict crescatoare. Cum avem tlim g(t) = —o0 si de asemenea
——00
1tlim g(t) = oo, rezulta ca g este o bijectie a lui R. Dar atunci, avand
—00

g(f(x)) = x pentru orice z € R, rezulta f = ¢g~!, bijectie crescitoare a lui
R, deci continua. Nu era oare suficient sa se ceara continuitatea? Cerinta
primitivelor doar masluieste problema ca aparand a fi de clasa a XII-a.

b) Solutia oficiala se complica mult prea tare; chiar si relatia simetrica
(xy)x =y, pentru orice x,y € M, nu este neaparat necesar a fi demonstrata.

1. ax = b duce la a = xz(ax) = xb, si apoi ba = b(xb) = x, deci ecuatia nu
poate avea ca solutie decat = = ba; si intr-adevar a(ba) = b.

2. za = b duce la z = a(za) = ab, deci ecuatia nu poate avea ca solutie

decat z = ab; si intr-adevar (ab)a = (ab)(b(ab)) = b. O

Subiectul (3). Fie f: R = R o functie conveza.

a) Demonstrati ca f este continud.
b) Demonstrati ca ezista o functie g: [0;.00) — R, unic determinata, astfel
incat f(x+ g(x)) = f(g9(x)) — g(x), pentru orice x > 0.

ONM 2005, DAN SCHWARZ

Solutie. Subiectul pune #x** la autor, fara sa dea creditul cuvenit (problema
apare, cu autor, in RMC 2005). De asemenea, punctul a) (care fusese
adaugat in 2005 fara acordul autorului) trebuia eliminat, caci este doar un
rezultat ”de manual”. Deoarece continuitatea functiei f este instrumentala
in solutia punctului b), s-a considerat atunci binevenit sa se ”indice” acest
lucru printr-o intrebare suplimentara. Urmeaza doar solutia punctului b).

Ideea este de a considera, pentru z > 0 fixat, functia f,: R — R data prin
fo(t) = f(z+t)—f(t). Functia f fiind convexa, rezulta ca f, este crescatoare.
Atunci functia h,: R — R data prin hy(t) = f,(t) +1 este strict crescatoare.
Dar atunci i (—|f2(0)]) = fa(=|/2(0)]) + (=[f2(0)]) < f2(0) = [f=(0)] <0,
dar si hz(’fas<0)’) - f:v(‘fx(o)‘) + ’fx(o)‘ > fz(o) + ’f;v(())’ > 0; cum hy (Care
este evident continua) igi schimba semnul pe intervalul [—|f;(0)|,|fz(0)|],
rezulta ca se anuleaza intr-un punct ¢, din acest interval. Dar h, fiind strict
crescatoare, acest punct t, este unic determinat; nu ne mai ramane decat sa
ludm g(x) = t,, si problema este solutionata. O

8. INCHEIERE

Subiectele (si solutiile) sunt scrise in WORD, si arata foarte urat — vezi
de exemplu clasa a XI-a. Greseli de limba sunt prezente, iar unele notatii
matematice sunt caduce, de exemplu abuzul de cuantificatori V, sau folosirea
semnului de inmultire, cain x-y+y-z+2-x, in loc de zy+yz + zx. De mult
timp deja, folosirea IXTEX este aproape obligatorie pentru calitatea estetica
a materialelor matematice — gi nu e chiar atat de greu sa ne conformam, eh?

A fost si o proba pe echipe, dar n-am gasit nimic interesant si demn de a
fi comentat acolo.



