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Problema 1. Fie P, multimea tuturor pentagoanelor convexe cu toate laturile
congruente intre ele si cu macadiagonale congruente. Sa se demonstreze ca
P; = Ps, pentru oricel > 3, si caP, # Ps.
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Solutie Pentru partea a doua, consideram patr&GlDE si construim n
exteriorul sau triunghiul echilateralB E. Evident pentagonuld BC' D E are doua
diagonale egale si toate laturile egale.

Vom demonstra ca daca avem trei diagonale congruentgsidtiate cele cinci
diagonale sunt congruente. Sa remarcam mai intaiicararam lua trei diagonale
din cele cinciAC, AD, BD, BE si C'E ale unui pentagonl BC D E exista doua
care pleaca din acelasi varf (fie acested si AD). Consideram doua cazuri:

Cazul 1. AC=AD=CE. Din congruenta triunghiuriloABC, AED siCDE
obtinem congruenta unghiurilaft BAC, /BCA, /DCFE, /DEC, /ZEAD si
/EDA. Notam cur masura unghiulu¥ BAC' si cuy masura unghiulur ADC'.

Din congruenta triunghiuriloAC D si ACE obtinem/AEC = ZCAE = LZACD =
y. CumZAED = x + y se arata usor cAAED = /BAE = /BCD =
/CDE = ZABC = x + y, adica pentagonul are toate unghiurile egale si deci
este regulat, de unde rezulta ca toate diagonalele sngteente.

Cazul 2. AC=AD=BE. Din congruenta triunghiuriloABC, AED si ABE
obtinem congruenta unghiurilat BAC, /BCA, ZABE, ZAEB, ZEAD si
ZFEDA. Din inscriptibilitatea patrulatereldsCEA, ABDE, ACDFE si ABCD
rezulta congruenta triunghiurilddC D, CDE si ABE, de unde rezulta cBD =
CFE = BE, adica toate diagonalele sunt congruente.

Problema 2.Fien > 2 un numar natural. Sa se determine valoarea maxima a
numaruluic,, astfel incat

(1 + 29+ -+ 2,)% > Cor17y,

pentru orice numere reale< r; < --- < x,.
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Solutie. Vom arata ca;,, = 4(n — 1). Cazuln = 2 este trivial, deoarece daca
11 # 19 avem(zy + 12)? > 4x,2,. De asemenea, daca > 4 atunci putem gasi
xy > a1 > 0 astfel calx; + x4)? = cor120 (Putem lua de exemply, = 1).

Fien > 3. Dacal < z; < -+ < I, atunci(zy + oo + -+ + Ty + )% >
[(n — 1)z + 2,)* > 4(n — 1)z,2, (din inegalitatea mediilor). Deoareeg este
numarul maxim cu proprietatea ceruta, rezajfa> 4(n — 1).



Fie « > 0. Presupunem prin absurd ea = 4(n — 1) + « este o constanta
"bund”. In particular, pentru orice numete< z; < --- < x,_1, luandzx, =
S avemd S0 (4 — xy) > axy. Pentrur, = 1§iz, | < 14 -2 avem

4(n—2)
43" Na; — 21) < a, contradictie.

Problema 3. a) Fie A(ay,as) Si B(by, by) douad puncte distincte din planul
xQy. Sa se arate ca aria triunghiutiA B este data de formula

1
§|a1b2 — a2b1|.

b) Se dau perechilgu, by), (ag, ba), ... (an, b,) € Z x Z cun > 4. Perechile
sunt diferite doua cate doua si verifica egalitaileh, — asb,| = |azbs — asbs| =
e = |Cl,n_1bn - anbn_1| = |anb1 — albn| =1.

Vom spune ca perechile de mai inainte au propriet@etaca exista, j €
In,1 < |i—j| <n-—1,culab; —a;b;] = 1. Sa& se demonstreze ca pentru
n = 5 are loc proprietate® si ca pentrun = 4 exista perechi care nu verifica
proprietatedP.
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Solutie Formula de la punctul a) se demonstreaza fara difiult®entru
cazuln = 4 este suficient sa consideram perechil®), (0, 1), (—1,0) si (0, —1).
Dacan > 5 consideram punctele laticealg. (ax, bx), ¥ = 1, n. Folosind formula
de la punctul a) va fi suficient sa aratam ca exista puactelsi A; astfel ca
S(A4;04;) = 3. Fie OA; cel mai lung dintre segmente{@A,. Vom considera
mai multe cazuri:

Cazul 1'. Punctelel;, O si A3 sunt necoliniare iar segmentuld, se afla intre
segmentel® A, i OA;. CumS(A;A2,0) + S(A2A30) > S(A1A30) rezulta ca
S(OAlAg) <1 §| deC|S(OA1A3) = %

Cazul 1”. Punctelel,, O si A3 sunt necoliniare iar segmentul4, se afla intre
segmentel® A, si OA;. Atunci S(A;A,0) = S(A,A50) si deciA; As|| 4,0 de
unde rezulta ca unghiurilg(A;A,0) si Z(A10A,) sunt congruente. Avem ca
S(A1430) = §(A10 - Ay Az - sin(£(A34,0)) = 458 < 4240 <, de unde
rezulté caS(A; A;0) = 3.

Cazul 2. Punctelel;, O si A3 sunt coliniare. Cunt(A;A4;0) = S(A2A30)
rezultd cdA;) = As) si deciS(A3440) = S(A4A,0) = 1 de unde rezultd ca
Cazul 3. Segmentefe A, sunttoate egale. Atunsi(A; A3;0) < S(A;14,0)+

S(A2450) = 1, de unde rezulta c8i(4, 4;0) = 3.




