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ABSTRACT. Comments on some of the problems presented at the 2015
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Autor: Dan Schwarz, Bucuresti.

FEcce cor meum

0. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Etapei Nationale a Olimpiadei de Matematica
2015 reflecta, ca de obicei, opinia personald a autorului. Ele sunt addaugate
la o prezentare selectiva a probelor de concurs]]

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

1. CLASA A IX-A

Subiectul (1). Aratati ca nu putem alege 45 de elemente distincte ale
mulfimai {\/T, V2, ..., V2015}, in asa fel incdt numerele selectate sa fie in
progresie aritmeticd.

Solutie. Conflictul de rationalitate dat de \/m + /p = 2y/n se rezolva doar
prin m, n, p avand acelasi ”squarefree core”

corea(m) = coreg(n) = corey(p) = d,

adica m = a%d, n = b*d, p = c2d, cu d liber de patrate si a + ¢ = 2b (si nu
n = 2bd, ca in solutia oficiald). Aceasta forteaza ca progresia aritmeticd a
celor 45 de elemente sa fie amplificarea unei progresii aritmetice de 45 de
intregi pozitivi cu ridicina patrati v/d a unui intreg liber de pitrate; dar
cum 452 = 2025 > 2015, acest lucru este imposibil (putem alege doar cel
mult 44 de elemente in progresie aritmetica). ]

Corectura la aceasta problema a dus la multe contestatii, rezolvate prin
cregterea considerabila a notelor initial acordate (reminiscent de problema
3, tot de la clasa a IX-a, de la etapa municipiului Bucuresti). Aferim!

Lipsesc unele probleme, la care nu am gisit interesul de a fi prezentate. Solutiile
oficiale, baremele de corectare gi rezultatele finale (dupéd contestatii) pot fi consultate la
http://onm2015.ssmr.ro/.
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Subiectul (4). Fie a,b,c,d > 0 numere reale astfel incit a+b+c+d = 1.
Aratati ca

Jor Lo o ot ey vie

Solutie. Este pentru prima data cand ajung sa am in fata ochilor o astfel
de inegalitate asimetrica si aciclica. Inegalitatea ajutatoare, exhibata prin
”deus ex machina” in solutia oficiala, pentru z,y > 0cux +y <1

2V — V) = (@ —y)* = (Vo = Vi)’ 2 = (Vo + v9)*) 2 0,

i care provine dintr-un Cauchy-Schwarz

2> (1+1)(z+y) > (Vo + )

este destul de obscura, si aparent nejustificata. Desigur, aceasta face, dupa
manipulari elementare, ca
(b—c)?  (c—d)?® (d—b)

1
<1—=(Vb d)?
a+ 5 + 5 + RS 3(\f+ﬁ+f),

ceea ce reduce inegalitatea la o elementara relatie intr-o singura variabila
"unificatd” S = vVb+ Vet Vd. Metoda este insi ezoterica, ceea ce a facut ca
toti sa primeasca cel mult 1 punct; mai mult, este cu totul irelevanta pentru
asteptarile pe care le avem la stapanirea cunostintelor de clasa a IX-a. [

2. CLAsA A X-A

Subiectul (1). Sa se gaseasca tripletele (a, b, c) de numere compleze nenule
avand acelasi modul, care verifica egalitatea
a
b

Solutie. Notand cu «, 8,7 cele trei fractii, rezulta ca «, 8,y sunt de modul

b
+24S41=0.
C a

1 1
1, cua+ B+v+1=0,si prin conjugare de asemenea — + 3 +-+1=0.
Q@ Y

Rezulta imediat (a+1)(8+1)(y+1) = 0. Oricare dintre ele fiind —1 conduce
la celelalte doua fiind opuse. Rezulta (a,b,c) = (a,+a,Fa) pentru a € C*
arbitrar. g

Solutie Alternativa. Cu notatiile de mai sus rezultd ca punctele de afixe
a, B,7,1 fiind conciclice, sunt varfurile unui dreptunghi, deci unul dintre
a, B, este egal cu —1, iar celelalte doua sunt opuse. Ca de foarte multe ori,
interpretarea geometrica este mult mai luminoasa. ([

Subiectul (4). Fie A o multime finita de numere reale. Fie gi multimile
S={z+yl|lzye A}, D={z—y|az,yec A}
Sa se arate cd
card(A) - card(D) < card(S)>2.
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Solutie. Cu alte cuvinte, avem de demonstrat |A| |4 — A] < |A + A|2E|
Problema 3 a primului test de selectie IMO din 2012 a fost (fac prezentarea
in limba engleza, din RMC 2012).

Given two finite sets A and B of real numbers, and an element
x of their Minkowski sum A + B, show that

|A—BJ?
*B < —
AN (z )= |A + B|

Solution. Rewrite the inequality as
H{(a,b,c) |lac A,be Bjce A+ B,a+b=ua}| <|(A—-B)x (A—-B)|.

Next, define an injection of the set on the left-hand side into
the set on the right-hand side, as follows. Choose, for each
c € A+ B, elements a. € A and b. € B, such that to have
¢ = ac + be, and assign to each triple (a,b,c) in the set on
the left-hand side the pair (@ — b, a. — b). Using the identity
¢c=x—(a—"b.)+ (ac —b), it is readily checked that the
assignment is injective. The conclusion follows. |

Luand B = —A, putem lua z = 0 € A — A = A+ B, si inegalitatea
devine exact cea dorita. Inegalitatea ceruta este si un caz ultra-particular
al urmatorului rezultat din notele de curs de combinatorica aditiva ale lui
Terence Tao, pagina 8E|

LEMMA. (Imre Ruzsa) If U, V, W are three non-empty finite
subsets of an abelian group Z, then
U+ V|- |U+ W]

U]

|V —W| <

Demonstratia este asemanatoare (si poate fi citita la link-ul dat). Nu ne
ramane decat s luam U =V =W = A. (|

Cu toate acestea, salut alegerea acestei probleme! S-a dovedit o excelenta
problema de departajare, si in plus, o combinatorica — pe gustul inimii mele.

3. CrAasA A XI-A

Subiectul (1). Sa se determine functiile derivabile f: R — R care verificd
stmultan conditiile:

i) f'(xz) =0, pentru orice x € Z;

ii) pentru x € R, dacd f'(x) =0, atunci f(z) = 0.

2Cititorul ar trebui de-acuma s fie familiarizat cu notatiile ”sumset” Minkowski pentru
suma gi diferenta de multimi.
3http ://www.math.cmu.edu/~aflp/Teaching/AdditiveCombinatorics/Tao.pdf
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Solutie. Fie Z(p) multimea punctelor in care se anuleaza o functie reala .
Din ipoteze avem Z C Z(f") € Z(f). Daca Z(f) nu ar fi densa in R, ar
exista un punct z € R gi un € > 0 astfel incat (x — e,z +¢) N Z(f) = 0.
Deoarece multimea Z( f) este nemarginita la ambele capete, valorile extreme
a=sup{re Z(f) |r<z}<z—csif=inf{re Z(f) |r >z} >z +e¢
exista gi sunt finite. Vom avea atunci f(«) = 0= f(8) si (a, B) N Z(f) = 0.
Din teorema lui Rolle, va exista v € (a, 8) cu f'(y) = 0, deci si f(v) =0,
adica v € Z(f), absurd.

Prin urmare Z(f) este densa in R, ceea ce forteaza ’ f identic nulé‘ (care

evident verificad ipoteza). Singurul lucru care conteaza la punctul i) este
ca f’ se anuleazid intr-o multime nemarginitd la ambele capete. Solutia
oficiala prefera sa lucreze cu teoremele lui Weierstrass si Fermat, ducand la
0 argumentatie ceva mai greoaie. U

Subiectul (2). Fie A € M5(C) o matrice cu tr(A) = 0 si cu proprietatea
cd Is — A este inversabild. Sd se arate cd A® # I.

Solugie. Singurul lucru pe care il deducem din Is — A inversabila este ca 1
nu este valoare proprie a lui A. Presupunem prin absurd A% = I5. Atunci
valorile proprii ale lui A sunt printre radacinile primitive de ordinul 5 ale

2 2 2 5—1
unitatii {w, w? w3, w*}, unde w = cos g + isin g Dar cos g = f4 ,

)
deci R = :I:[ (mod Q) pentru 1 < k < 4. O suma de un numar impar

de astfel de valori nu poate fi =0 (mod Q), si cum 5 este impar, tr(A) =0
va fi imposibil, contradictie. Folosind faptul ca ®,(X) este ireductibil pentru
p prim, se poate generaliza problema la orice p prim, nu doar 5. ([

Subiectul (3). Fie a > 0 i (x,)n>1 un sir de numere reale. Sa se arate
. o T1+x2+--+2Tp
ca daca sirul

- este marginit, atunci sirul (Yn)n>1
" >

n>1
x T T
definit prin y, = A2y este convergent pentru
16 2b nb

orice b > a.

Solutie. Dovedirea faptului ca sirul (y,)n>1 este sir Cauchy este destul de
n

tehnica, notand s, = g Ty, de unde z,, = s, — s,_1, si inversand printr-o
k=1

sumare de tip Abel expresia Ym,+n — Yn, apoi folosind faptul ca seria zeta
o

1
¢(s) = Z — este convergenta pentru s = 1+(b—a) numar real supraunitar.
n

n=1
Aceasta a fost problema de departajare, si nu problema 4, o algebra liniara

esentialmente triviala, bazata pe faptul ca, pentru A, B matrici patrate cu

A inversabil, si p(X) polinom, avem p(BA) = A~'p(AB)A. Doar patru

lucrari peste nota 4. O
4



DAN SCHWARZ COMENTARII

4. CLASA A XII-aA

Subiectul (1). Fie (R,+,-) un inel cu proprietatea cd, pentru orice element
r € R, ewistd doud elemente ey si ea din R, astfel incat €2 = ey, €3 = ea, si
T = ejey. Aratati ca:

(a) 1 este singurul element inversabil al inelului R; si
(b) x? = z, oricare ar fi x € R.

Solutie. Nu voi insista asupra solutiei propriu-zise, ci voi face doar cateva
precizari de terminologie; problema afirma ca un inel (unitar) in care orice
element este un produs de doua idempotente este inel Boolean. Orice inel
Boolean este de caracteristica 2, si este comutativ (solutia oficiala chiar
catre acest lucru se indreapta, aratand ca idempotentele inelului sunt situate
in centrul sau). Teorema de reprezentare a lui Stone precizeaza structura
algebrelor Booleene; un caz particular simplu este (R, +,-) = (P(X), A, N).
O problema simpatica, dar care isi are chichitele ei in rezolvare. Rezultate
mult mai generale, despre proprietati ale inelelor unde orice element este un
produs de idempotente, sunt disponibile. O

Subiectul (2). Fie (K,+,-) un corp finit cu cel pulin patru elemente.
Aratati ca multimea K* poate fi partifionatd in doud submulfimi nevide A
st B, cu proprietatea ca

Solutie. (M. Bocanu) Cand caracteristica lui K este 2, ecuatia 2> — 1 = 0
se scrie (x — 1)2 = 0, deci are doar solutia x = 1. Pentru orice alt element
y # 0 vom avea deci y~! # y. Putem atunci lua A = {1}, B = K*\ {1},

caci vom avea
Zazlz H y-y_lznb.

acA {y,y~1}CB beB

Cand caracteristica lui K este p # 2, ecuatia x = —x are doar solutia z = 0.
Fie un element k diferit de 0, 1 §i —1. Putem atunci lua B = {1, -1, —k},
A=K*\{l,-1,—k}, caci

Sa=k+ Y (@+(-2)=k=1-(-1)-(=k) =[]0

acA {z,—z}CA beB

Evident, aceste partitii nu sunt in mod necesar singurele posibileﬁ U

4Este de remarcat ci enuntul face in mod tacit uz de faptul cd un corp finit este

comutativ; altfel [] ynu ar fi definit. Solutia oficiald se cam complicd, dupa ce stabileste
yeB

conditia echivalenta ( > a) . ( 11 a) = —1 (evident, indeplinita de exemplele date), dar
acA acA
apoi introduce niste consideratii polinomiale, care sunt demonstrate ca fiind inutile gi prea

alambicate de catre simpla linie de rationament de mai sus.
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Subiectul (4). Determinati functiile polinomiale neconstante
f:10,1] - R*

cu coeficienti rationali, care au proprietatea cd pentru orice x € [0, 1] exista
doud functii polinomiale gz, hy: [0,1] — R cu coeficienti rationali, astfel

incat hy(x) #0 g - @
_ G2\
|, 7=

Solutie. Problema contine un preambul pacatos si in mare masura irelevant.
"Localizarea” in x a relatiei integrale dispare (prin considerente legate de
cardinalitate Ny < ¢), si se reduce la relatia ”globala”

L9
/0 70" = hi)

pentru anume g, h € Q[x] coprime, peste o multime perfecta S C [0, 1], aga
ca si h(z) # 0 pentru x € S, de unde (prin derivare, permisa pe S)

f@)(g (@)h(z) — g(2)l'(x)) = h(z)?
pentru x € S, care se extinde evident la f(g’h — gh’) = h? in Q[z].

Aceasta este veritabila problemé; o ecuatie functionala polinomiala (care
nu mai are de-a face cu materia clasei a XII-a) care conduce la solutiile
fx)=alx—r)", cua,r€Q,a#0,r¢&[0,1], n > 2.

Sau din lipsa timpului (celelalte probleme au consumat destul; problema 3
n-a fost nici ea rezolvata complet de nimeni), sau din preambulul inoportun,
nimeni nu a primit mai mult de 1 punct pe aceasta problema. [l

Clasele finale de gimnaziu (VIII) si liceu (XII) au avut astfel de suferit
din cauza unei alegeri cu totul nejudicioase a problemelor.

5. INCHEIERE

In spiritul — de acuma obignuit — al superficialitatii invazive si pervazive
in mai toate domeniile societatii, deci si Societatii de Stiinte Matematice din
Romania, comunicatul de preséﬂ prealabil produs contine urmatoarele perle

e ... celei de a 66 - a Olimpiada Nationala ..., in loc de ... celei de a
66 - a Olimpiade Nationale ..;

e Gazeta Matematica care; o cacofonie usor de evitat ...;

e joi, 10 aprilie; evident, joi este 9 aprilic;

e ... Universitatii de Politehnica, in loc de ... Universitatii Politehnice.

Un amanunt hazliu este ca acest comunicat de presa anunta desfagurarea
concursului pentru toate clasele, de la a V-a la a XII-a, la Liceul Tehnologic
de Metrologie ”Traian Vuia”. Cand un cititor remarca pe Facebook SSMR
ca de fapt clasele a V-a gi a VI-a sustin proba la Liceul Teologic Adventist
”Stefan Demetrescu”, i se raspunde ca ”pe harta, vorbim de 2 cladiri vecine”;

5http://ssmr.ro/comunicate_presa/ONM_2015
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desigur, dar totusi institutii diferite — dar nu dadea bine referinta la un liceu
teologic ?!?7 De obicei, liceele cele mai de vaza din orasul unde se petrece
olimpiada ”se bat” pentru a o gazdui; m-as fi agsteptat sa asist la o concurenta
acerba intre liceele Gheorghe Lazar, Mihai Viteazul, sau Sfantul Sava ... dar
olimpiada a fost relegata la periferia Bucurescilor.

In fine, o mica (mare) inexactitate. In comunicat se specifica Prima editie
a avut loc la inceputul secolului al douazecilea .... Dar intr-o nota istoricéﬁ
semnata de Mircea Trifu, citim

Dupa 1949, concursurile Gazetei Matematice au fost sistate.
Apar olimpiadele de matematica ale elevilor, structurate pe
etape (locald, judeteana, nationald). La inceput a existat
si Olimpiada micilor matematicieni pentru elevii claselor V-
VII (VIII), dar mai apoi, la clasele V-VI s-a desfiintat etapa
republicana.

Nu sunt un mare specialist In istoria olimpiadei, dar are sens — daca
prima editie a fost in anul 1950 (care numai ”inceputul secolului XX” nu
este), atunci editia a 66-a cade exact in 2015.

Si daca tot vorbim de site-ul Societatii de Stiinte Matematice din Romania
(SSMR)[] o intamplare a facut sa utilizez link-ul oferit (la ”Legaturi utile”,
pe latura dreapta a paginii) pentru MASSEE; distrati-va sa dati un click!
In plus, mi se pare doar mie, sau un cuplu de comentarii mai negative (cu
privire la organizare) au disparut / au fost ascunse / pe contul Facebook al
SSMRT| Daci da, este o practicd consideratd a fi reprobabila ...

Mentinerea site-ului Olimpiadei Nationale a fost insa aproape ireprosabila.
Enunturile si solutiile, rezultatele, si celelalte informatii, toate au aparut in
timp util; listele au fost frumos formatate si usor de consultat — din toate
punctele de vedere, o mare Imbunatatire fata de anii trecuti.

Cel putin s-au evitat erori mari la aceasta etapa nationala. A aparut o
(singura) problema combinatorica. Problema 4, clasa a IX-a, putea profita
de un mic ajutor printr-un punct suplimentar preliminar, care sa indice
inegalitatea auxiliara de folosit; in lipsa lui, rezultatele au fost catastrofice.
Tar clasa a XII-a a devenit iarasi disproportionat de grea. Una peste alta,
un concurs neomogen, cantarit cam in graba, cu o anume lipsa de viziune
generala. Dupa gradul extrem de scazut de dificultate la fazele locala si
judeteana, etapa nationald l-a exagerat si exacerbat cu unele probleme, la
unele clase. Este un comportament care creaza un clivaj — tehnic inclus,

6http ://www.gazetamatematica.net/?q=node/26
"http://rms.unibuc.ro/
8Nu ma pricep prea mult la felul cum functioneazi Facebook, dar cand site-ul anunt

Vezi inca 3 comentarii | i dupa click apar doar inca doud, poate ca exact asta inseamna,

ca unul a fost ascuns?
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fara conotatii pejorative, in schizofrenie. Salturile extreme sunt derutante
si descurajante pentru concurent;i.

Iar trecerea in continuare sub tacere a numelor autorilor este neplacuta si
frustrantd. Eu, cel putin, sunt curios sa le aflu, din motive ugor de inteles!

O alta decizie de ultima ora a fost modificarea formulei de carry-over a
punctajelor de la clasa, la 10(1 — D/P) (cu 10 inlocuind 20), unde D este
diferenta de punctaj fatd de primul clasat, iar P este punctajul primului
clasat. Cel mai bine este evident , Intreaga idee de carry-
over fiind o decizie individuala si arbitrara.
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