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1. INTRODUCERE

Aceste comentarii asupra Fazei Locale a Olimpiadei de Matematica 2012,
Bucuresti, reflectda, ca de obicei, opinia personala a autorului. Ele sunt
adaugate la o prezentare selectata a probelor de concurs.

Voi indica prin culoarea rosie eventualele erori, sau notatiile abuzive din
enunturile originale, i prin culoarea varianta de preferat (sau care
lipsea din enunt sau solutie). Voi folosi in mod predilect si culoarea albastra
pentru comentariile de natura personala.

2. CLASA A V-A

Subiectul (1). Se considera numerele naturale a si b, a > b > 0. Se stie
ca, tmpartind numarul a la numdarul a — b se obtine catul 2 gi restul 3.

a) Daca a = 2011, determinati cdte valori posibile are diferenta
a—b;

b) Determinati catul si restul impartirii numarului b la numdrul a — b.
prelucrare Gazeta Matematicd nr. 3/2011
Solutie. a) Intrebarea este pernicioasa, de parca ar conta cele trei valori

ale delmpartitului, catului, sau restului. O Impartire n = gm + r prin
algoritmul lui Euclid, unde cele trei n,q # 0,r, sunt fixate, are o singura
solutie m = nor (desigur, daca cele trei valori sunt consistente — nu ramane
de verificat decat ca 2| 2011 — 3).

b) Oare se pot (trebuie) a fi folosite valorile de la punctul a) ? Irelevant,
cicia=2(a—-b)+3, cud3<a—bsib=gqla=b+r,culd<r<a-—b.
Prin scadere, a — b= (2 —¢q)(a —b) + (3 —r), deci (a —b)|g — 1| = |3 — 7|,
de unde, deoarece |3 —r| < a — b, rezulta r = 3 5i ¢ = 1. O
Subiectul (4). Se considera numerele naturale a sib, astfel incat1l < a < b.

Se completeaza fiecare dintre cele noud patrdtele ale patratului din figura
alaturatd cu numerele 1, a si b astfel incat fiecare dintre acestea sa apard o

singurd data pe fiecare linie si pe fiecare coloand a patratulus.
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a) Aratati ca doud dintre colturile opuse ale patratului sunt completate cu
numere egale;

b) Aratati ca una dintre diagonalele patratului este completatd cu numere
egale;

¢) Daca produsul numerelor de pe fiecare linie, de pe fiecare coloana si de
pe fiecare diagonala este egal cu n, ardtafi ca n este cub perfect.

L. Petrescu

Ty |z

Solutie. Fie {z,y,z} = {1,a,b}. Completam arbitrar prima linie

x|yl z x|y z
A doua linie nu poate fi decat | y | z | x |sau| z | ¢ | y |, ceea ce induce ca

x|y |z x|y |z R
singure posibilitati | y | z |z |sau | z |z | y | . In ambele cazuri, a) doua
z|lx |y ylz|x

dintre colturile opuse ale patratului sunt completate cu numere egale; b)
una dintre diagonalele patratului este completata cu numere egale.

Solutia oficiald se prevaleaza de principiul cutiei, si in general se complica
in mod cu totul inutil.

c¢) Produsul n al elementelor de pe diagonala de la punctul b) este deci un
cub perfect, si acest lucru este suficient pentru a satisface intrebarea.
Desigur, produsul elementelor de pe orice linie sau coloana, sau cealalta
diagonald, este n = ab. Asa cum este enuntata, problema nu cere sa se
arate ca asa ceva chiar se poate intampla. Sigur, cubul perfect nu poate
fi nici 1, cici ab > 13, nici b3, cici ab < b3; singura posibilitate este sa fie
a3, si atunci avem nevoie ca n = ab = a?, deci b = a®. Din acest motiv,
ultimele doua puncte din barem sunt abuzive, caci se refera la un lucru care
n-a fost niciodata cerut ca atare in problema. Nu isi avea deci locul, in
solutia oficiala, expresia argumentarea faptului ca exista triplete de
numere care indeplinesc conditiile problemei; daca propunatorul nu
stapaneste limba prin care sa fi cerut acest lucru, la punctul ¢), nu este vina
competitorului ca nu a adresat aceasta chestiune ... O

3. CLAasA A VI-A

Subiectul (2). a) Dati un exemplu de un numdar rational mai mare decat
2011 . L R
2012 $t mai mic decat 5013

b) Calculati suma tuturor numerelor rationale de forma r =

Justificati raspunsul.

n
— N
990" " €
cu proprietatea ca 0, (97) < r < 0,99.

X 3k ok
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1 <2011 2012

e. a) P lua la fel i ==+ —— ia ar-
Solutie. a) Putem lua la fel de bine r 5012 + 2013) (sau media ar

2
ic) . 201142012 . ¢ D < T c dosi
monica), ca i 1 = —————— caci pentru = < — avem desigur
) a8 2012 + 2013 4P g s T &
1
L < = b + r < i, din definitia mediei aritmetice, dar si b < ptr < C,
q 2\q s S q q+s s

din definitia mediantului. Cerinta de justificare a raspunsului mi se pare

lejer insultatoare.
9700 10n 9801

_ A ) 9900 = 9900 = 9900’
ajunge la 970 < 10n < 980, in loc de evidentul 970 < n < 980. (]

b) Solutia oficiala are o benigna eroare cand, din

Subiectul (3). Se considera multimea P a patratelor perfecte. Determinati
cel mai mic numar de elemente care trebuie extrase din multimea P astfel
tncat, printre numerele extrase, sd existe cu siguranid doud care sa aibd
suma sau diferenta divizibila cu 10.

L. Petrescu

Solutie. Cumva, 1n vartejul luptei, numerele extrase devin bile, ha hal
Solutia oficiala foloseste ultima cifra a unui patrat perfect (in fapt, restul
la impartirea sa prin 10), care trebuie a fi in multimea {0, 1,4,5,6,9}, dar
se opreste abrupt, claméand ca pentru 5 numere extrase se obtine rezultatul.
Sfiala in a da si solutia este ciudata; grupand cifrele {0}, {1,9},{4,6}, {5},
se vede imediat ca de indata ce se aleg 5 numere, ultimele cifre a doua dintre
ele se vor gasi cu necesitate intr-o aceeasi grupa, si atunci sau sunt egale,
si deci diferenta celor doua numere se divide prin 10, sau, daca nu, atunci
suma celor doua numere se divide prin 10. U

4. CLASA A VII-aA

Subiectul (1). a) Demonstrati ca, oricare ar fi numerele naturale nenule
a, b cua <b, are loc inegalitatea i % > %.

b) Consideram primele zece numere naturale prime luate in ordine strict
crescatoare, p1,pa,...,p10. Demonstrati ca b + L +- L < 1—4
Pip2 - D2p3 pop1o 29

X X X

Solutie. b) Toate bune gi frumoase, dar cum pgy; — pr > 2 pentru orice
1 1
k > 2, se putea obtine la fel de usor —— + —— 4+ -+ + < —+
bip2 p2p3 PoD10 p1p2

1/1 1++11 1_1+1 1_55<1<14

2\p2  p3 2\p9 po/) 2-3 2-3 2:29 174 "3 29
In mod caraghios, telescoparea simpla din solutia oficiala ajunge subit la

1 1 14 27 28 14

5 @ f 59’ de J’z\l)l‘ corect [iuiud 5—;5\’. g : 29" Simpl.ul fapt Cé.s—a simtit

nevoia sa se recurga la aceasta ultima inegalitate este simptomatic ... [l
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Subiectul (2). Consideram patratul ABCD gi punctele E pe latura BC' gi
F pe latura CD, asa ca ZBAE = 15° si ZDAF = 30°. Determinati ZAEF.

Gazeta Matematica nr. 7-8-9/2011

Solutie Alternativa. Fie patratul ABCD in pozitia din figura din solutia
oficiald. Vom construi deasupra sa patratul CDA’B’, la dreapta sa patratul
BCD'A”, i intre ele patratul CD’A” B'. Fie punctul E pe latura BC astfel
ca /BAFE = 15°; atunci evident si /BA"FE = 15°.

Dar este o configuratie cunoscuta ca in aceste conditii triunghiul A’EA”
este echilateral, si deci ZAEA' = /ZEAA" = 75°. Configuratia este clasica,
i reprezintd o parte dintr-un dodecagon regulat. Aceasta este de altfel si
justificarea acestei solutii alternative, pentru a vedea ca problema decurge
dintr-o configuratie cunoscuta.

Fie F intersectia laturii CD cu A’E. Atunci ZDAF = /DA'F = 30°,
deci punctul F este cel din problema, iar ZAEF = ZAEA' = 75°. O

5. CLAsA A VIII-A

Subiectul (3). a) Aratati ca, pentru orice numere reale x,y > 0, este

- <1
rt+y xy
b) Demonstrati ca, pentru orice numere reale a,b,c > 0 pentru care avem
1 1+b6 1 1
a—+b+c=1, este adevarata inegalitatea ta + + te < —.
b+c c+a a+b~ abc

Gazeta Matematica nr. 12/2011

adevarata inegalitatea

Solutie. Semnele egal nu se ating niciodata; mai rau — inegalitatile sunt
extrem de slabe. Este cel putin rautacios de a folosi in concurs aceasta forma
extrem de slaba, dar prezentata ca si cum ar putea avea caz de egalitate (o
conventie nescrisa este ca folosirea semnului < presupune ca egalitatea poate
fi atinsa).

b) se poate obtine si fara carja oferita de punctul a). Putem demonstra
1+c¢c

i < ——, caci revine la 4ab + 4ab(1 — a — b) < a + b, sau, echivalent,
a+b ~ 4ab
la 8ab < (a + b)(4ab + 1), adevarat caci din inegalitatea mediilor avem

1+a 1 140 1

(a+b)(4ab+1) > 2v/ab-2v4ab = 8ab. Similar si ta 10

b+tc ~ 4bc’ c+a — 4ea’
1<1 1 1>_a+b+c_1

si cum Tt 1ab = 1ab , obtinem inegalitatea ceruta,
a c  ca abc abc

cu factorul suplimentar T Nici aceasta inegalitate nu este insa stransa, caci

1
cazurile de egalitate a = b = 3 etc. nu se pot obtine simultan.
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Cea mai buna inegalitate ce am putut obtine este

1+a 1+b 1—|—C< 1 +§
b+c c+a a+b~ 6abe 2’

RS
6abc = 2 4abc’

1
caci revine la abe < 15’ siavem 1 = a4 b+ ¢ > 3vVabe, deci in fapt

1 -
cu caz de egalitate pentru a = b = ¢ = 3 Intr-adevar

abc < — < —. O

Subiectul (4). Un patrulater convex are lungimile laturilor exprimate prin
numere naturale astfel incat lungimea fiecarei laturi sa reprezinte un divizor
al sumei lungimilor celorlalte trei laturi. Demonstrati ca printre laturile
patrulaterului exista doud care au aceeasi lungime.

X 3k ok

Solutie. In fine, o problemi draguta! poate doar cam dificila pentru faza
aceasta a olimpiadei. Ea provine din testul 2 de selectie pentru juniori din
anul 2001.

Sa presupunem ca un poligon convex cu n > 4 laturi de lungimi numere
n

naturale 0 < a; < ag < --- < ay are proprietatea ca a; | Z a; pentru orice

=1

n
1<j<n. Atunci o = Zai = kay, pentru un 3 < k <n — 1. Vom avea si
i=1
o= ajaj, pentru 1 < j <n—1, cuevident a1 >--->ap >a; > k+1,
deci aj > k + 3.
1 n—1 n—1 n+2

k-1 1 1 1 1
Dar trebuie i = — < Z Pt deci 1 < o < —
=Y = tJ j=0 TS
1 1 7
Pentru n = 4 acest lucru este fals, caci 1 > - + — + 5 + 5= 80 deci

presupunerea facuta este absurda, si doua dintre lungimile laturilor

trebuie sa fie egale. Pentru n > 5 inegalitatea poate fi obtinuta, si intr-

. . 1 1 1 o
adevar, avand 1 = - + - + £ + -+ 20° un pentagon convex cu lungimile
laturilor 3 < 10 < 12 < 15 < 20 exista (acest pentagon este unicul posibil

cu proprietatea data, pana la un factor intreg de dilatare).

Mai mult, folosind identitatea NN 1 + NN+ 1)
un astfel de poligon convex pentru orice n > 6. Toate solutiile sunt date de
n

, putem exhiba

. 1 o
reprezentarile 1 = g — 1n fractii egiptene, cu3 <z <22 < --- < xp. U
— Lj
=1
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6. INCHEIERE

Perfectiunea nu poate fi niciodata atinsid, se pare, si numai un nebun
utopic, un don Quizote ca mine, mai poate crede in realizarea ei. Dar
olimpiada ar trebui fi pregatita mult mai din timp, cu problemele circuland
intre specialigti competenti, care vor fi avut suficient timp la dispozitie pen-
tru a descoperi eventualele defecte, si a crea o proba balansatéa si relevanta.
Subiectele au fost curdtele, gi una peste alta, selectia pentru etapa urmatoare
nu cred ci a lasat pe dinafara copii cu adevarat valorosi.



