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DIVIZIBILITATE

ABSTRACT. Articolul prezinta cateva rezultate si exemple privind di-
vizibilitatea.
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Rezultatul fundamental in teoria divizibilitatii numerelor intregi, este teo-
rema 1mpartirii cu rest. Aceasta caracterizeaza catul si restul unei iImpartiri,
determinandu-le in mod unic. Sa reamintim enuntul formal al acestei teo-
reme:

Teorema. Fiind date numerele intregi m si n, cu n > 0, exista si
sunt unice numerele intregi ¢ si r, astfel incat

1. n=mqg+r

2. 0<r<m

Numarul ¢ unic determinat mai sus se numeste catul impartirii iar numarul
r unic determinat cu conditiile de mai sus se numegte restul impartirii.

Exemplu: Restul impartirii numarului -7 la 4 este 1, caci —7 = 4-(—2)+
1,0 <1 < 4 iar restul impartirii lui 7la4 este 3, caci7=4-1+3510 < 3 < 4.

Observatie. Daca consideram n un numar natural nenul fixat, iar p si ¢
sunt doua numere intregi ce dau acelagi rest la impartirea cu n, vom spune
ca p §i ¢ sunt congruente modulo n §i vom scrie p = ¢ (modn).
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Astfel daca r este restul impartirii lui m la n, avem si m = r(modn).
Aceste notatii sunt uneori utile pentru simplificarea scrierii. Nu le vom
folosi pe parcursul acestei lectii.

Definitie. Numarul intreg n se divide la numarul natural nenul m, daca
exista numarul intreg ¢ altfel incat sa avem n = mq.

Observatia 1. Gasirea lui ¢ din definitia divizibilitatii se face, de regula,
prin impartirea lui n la m; trebuie sa obtinem restul 0.

Observatia 2. Evident numarul 0 se divide la orice numar natural nenul,
datorita acestei definitii.

Observatia 3. Notam m|n gi citim ”m divide n”.

Notam n:m si citim ”n se divide cu m”.
Se mai spune ca m este divizor al lui n

Atentie: Pentru claritatea expunerii si pentru a evita confuziile, con-
sideram ca divizorii sunt intotdeauna numere naturale nenule; deimpartitul
putand fi si negativ.

Definitie. Un numar natural p, mai mare sau egal cu 2, se numeste
numar prim daca singurii sai divizori sunt 1 si el insusi.

Astfel, putem scrie primii termeni ai sirului numerelor prime:
2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ...

Inci din antichitate, Fuclid a aratat ca multimea numerelor prime este in-
finita, iar cea mai mare problema nerezolvata a matematicii actuale, con-
jectura lui Riemann, se refera la structura multimii numerelor prime. Din
pacate explicarea ei depageste mult cadrul unor cunostiinte scolare, dar poate
fi inteleasa dupa ceva studii speciale de matematica, si poate, cine stie, unul
dintre voi va contribui in viitor la rezolvarea ei.

Numerele prime sunt importante pentru ca sunt de fapt “caramizile” ar-
itmeticii, in sensul dat de urmatoarea

Teorema. (de descompunere in factori primi) Orice numar nat-
ural nenul se scrie in mod unic sub forma

— a1 .02 ag
n=Dp1 2" """Pg

unde pq,po,...,pr sunt numere prime diferite de 1, iar ay,as,...a;
sunt numere naturale mai mari sau egale cu 1

Scrierea de mai sus cu indici nu trebuie sa va sperie; uitati-va la cateva
exemple:
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Avem 360 = 23 -32.5% Aicip, =2, pp =3, ps =5Hsia =3, ay =
2, as = 1.

Deoarece 144 = 2* - 32, avem p; =2, pp =3 sia; =4, as = 2.

Din acesta teorema punem deduce usor ca un numar n se divide la m
daca gi numai daca orice factor prim al lui m este factor prim al lui n si
exponentul sau in descompunerea lui m este mai mic sau egal cu exponentul
sau in descompunerea lui n.

Exemplu: m = 23-32.5 divide n = 23 - 3% . 5%

Este foarte important sa stiti ca aceasta teorema (descompunerea in fac-
tori primi) constituie baza unuia din rezultatele moderne din teoria codurilor:
coduri imposibil de “spart” se pot construi pe baza descompunerii in factori
a unor numere foarte mari (rezultat al matematicienilor Rivest, Shamier si
Adelman; pentru o documentare mai adinca va recomandam capitolul I al
celebrei carti; Varsta de aur a matematicii de Keith Devlin, aparuta in tra-
ducere la Fundatia Theta theta@theta.ro.)

O consecinta importanta a reprezentarii unui numar natural prin decom-
punerea sa canonica in factori primi, n = p{*-5% - - - p;*, este posibilitatea de

a determina numarul divizorilor naturali ai unui numar.

Teorema. Numarul de divizori naturali ai numarului n avand
scrierea canonicd de mai sus este (a; + 1)(ag +1)--- (ax + 1).

Pentru a demonstra acest rezultat este suficient sa observam ca orice
divizor are forma n = p?l-;” . -pb’“ cu by <ap,by <as,..., b, < a, deci va
trebui sa numaram in cate feluri putem gasi sisteme (b1, by, . .., bg) cu aceasta
proprietate. Cum e foarte simplu de vazut ca numerele naturale mai mici
decat a; sunt 0,1,2,...,ay, iIn numar de a; + 1, numere naturale mai mici
decat ay sunt la fel as + 1, si agsa mai departe, rezulta ca numarul de astfel
de sisteme, deci divizori, este (a; + 1)(ag + 1) -+ (ag + 1).

Exemplu: Numérul 1960 = 23 -5- 7% are (3+ 1)(1 +1)(2+ 1) = 24 de
divizori.

CATEVA CONSECINTE ALE ACESTOR NOTIUNI SI
REZULTATE

1. Cel mai mare divizor comun a doua numere naturale m si n
este, prin definitie, numarul natural cel mai mare ce divide atat m
cat sin

(Acest lucru se poate formaliza astfel: d este cel mai mare divizor comun
al numerelor m,n daca d|n,d|m si pentru orice alt numar d' cu d'|n,d'|m
avenm ca d'|d).
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Se prescurteaza uneori prin cmmdc si se noteaza (m;n).

De exemplu dacid m = 40 = 23-5 gin = 60 = 22.3-5, atunci (m;n) = 22.5:
deduceti de aici o regula prin care din scrierea in factori primi a doua numere,
aflati cel mai mare divizor comun al lor.

Definitie. Doua numere m, n se numesc relativ prime (sau prime intre
ele, sau mutual prime) daca (m,n) = 1; altfel spus nu au nici un factor prim
comun diferit de 1.

Se demonstreaza urmatorul rezultat important, ce caracterizeaza algebric
faptul ca doua numere sunt mutual prime.

Teorema. Doua numere naturale m si n sunt relativ prime atunci
si numai atunci cand exista numerele naturale x si y astfel incat
mx —ny = +1

Aici £1 inseamna una dintre valorile +1 sau -1.

Enuntul de mai sus afirma de fapt doua rezultate: unul direct si altul
reciproc. Avem de aratat ca daca numerele sunt relativ prime avem o relatie
de forma celei de mai sus gi reciproc, relatia de mai sus implica faptul ca
numerele sunt prime intre ele.

Vom demonstra deocamdata ultima afirmatie. Sa presupunem pentru
acesta ca d este un divizor comun pentru m si n (dorim de fapt sa aratam
ca d = 1 este singura posibilitate). Exista atunci numerele naturale n; si
my cum = dmy i n = dny. Introducand acestea in relatia max — ny = +1,
deducem dmyx — dnyy = 1 sau d(myz — njy) = £1, ceea ce inseamna ca
d| + 1 adica d = 1. Aceasta incheie demonstratia.

2. Observatia urmatoare este extrem de utila in descrierea unor algoritmi
(metode) de calcul ale celui mai mare divizor comun si este in esenta ceea ce
se numeste in algebra algoritmul lui Euclid.

Daca m > n sunt numere naturale, atunci (m,n)=(n,m)=(m-n,n)

E un fapt ugor de probat: daca d|(m,n), deci m = dmy si n = dny,
atunci m —n = d(my — ny) deci d|(m — n) si atunci d|(m — n,n). Reciproc,
daca d'|(m — n,n) rezulta la fel ca d’'|(m,n), prin urmare numerele (m,n) si
(m —n,n) au aceeasi divizori, deci coincid.

Exemplu: Iata un calcul de cmmdc:

(451,287) = (451—287,287) = (287,164) = (287—164, 164) = (123,164) =
(123,41) = (123 — 41,41) = (82,41) = (41,41) = 41 deci (451, 287) = 41.

Exemplu: Sa studiem daca fractia QZ;B poate fi simplificata pentru
vreo valoare numar natural n. Calculam (2n+ 13,n+7)=(n+6,n+7) =
(n+6,1) = 1, deci intotdeauna numaratorul gi numitorul sunt prime intre

ele, fractia este prin urmare ireductibila.

E importanta de retinut si notiunea de cel mai mic multiplu comun a doua
numere naturale ca fiind cel mai mic numar divizibil prin ambele numere date.
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Se prescurteaza de obicei prin cmmmec si pentru m, n naturale se noteaza cu
[m,n] cmmme.
Un exercitiu util voua este urmatoarea formula de legatura intre aceste
notiuni:
(m,n)-[m,n| =m-n.

3. Notiunile de mai sus ne permit rezolvarea unor ecuatii in numere
intregi, numite ecuatii liniare cu 2 necunoscute. Sunt ecuatii de tipul ax +
by = c unde (a,b) = 1 (de fapt dupa simplificare cu factorii comuni ai lui a
si b aceasta se poate realiza intotdeauna.

Fie zg,yo 0 solutie a acestei ecuatii (de fapt se demonstreaza ca poate fi
gasita intotdeauna; incercati ca exercitiu sa folositi teorema de la 1 pentru

demonstratie).
Asadar avem axy + byy = ¢. Daca z1,y; este o alta solutie in numere
intregi, avem evident si ax; + by; = c¢. Prin scaderea celor doua ecuatii

obtinem a(x; — o) + b(y1 — yo) = 0 sau a(x; — xo) = b(yo —y1). Cum a i b
(prime intre ele) nu au factori comuni, ultima egalitate implica yo — y; este
multilpu de a iar x; — z¢ este multiplu de acelasi factor de b, deci exista k
intreg cu yo — y1 = ka,ry — x9 = kb sau 1 = xo + kb, y1 = yo — ka. Asadar
toate solutiile ecuatie sunt de forma z = xq + kb, y = yo — ka.

Exemplu: Rezolvati in numere intregi ecuatia 3z — 7y = 2.

Se observa ca xg = 3,y = 1 este o solutie. Prin urmare multimea solutiilor
numere intregi ale ecuatiei este descrisa de x = 3 4+ 7Tk,y = 1 + 3k unde £
parcurge multime numerelor intregi.

Aplicatie. Lema chineza a resturilor pentru doua numere este urmatorul
rezultat:

Fie ni,ny doua numere naturale relativ prime iar r{,r7, numere
naturale cu r; < ny,ry < ny. Exista atunci numere naturale n care
impartite la n; dau restul r; si impartite la n, dau restul r,.

Pentru a proba afirmatia, scriem concluzia cu teorema impartirii cu rest:
n =mniq,+71 Sin = nsqs+1ry. Prin scaderea celor doua egalitati deducem

nigqy — Na2qa =11 — T,

care este o ecuatie liniara cu (ny,ng) = 1 si necunoscute ¢y, ¢2. Scriem solutia
generala si apoi n = nyq; + rp se afla din ¢; de exemplu.

Exercitiu. Inceracti sa formulati lema chineza pentru 3 numere si even-
tual sa o demonstrati singuri.

Aplicatie. Sa gasim numarul minim de mere necesare astfel incat impartite
in mod egal la 5 copii sa ramana 3 si iImpartite egal la 7 copii sa ramana 4.

Trebuie gasit cel mai mic numar care satisface conditiile lemei chineze:
n = 5ny +3,n = Tny + 4, prin urmare bn; — Tny = 1, cu solutia ce se observa
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usor n; = 3,no = 2, deci solutia generala n; = 3+ 7k, no = 2+ 5k unde k este
intreg. Evident avem nevoie de n; minim gi prin urmare n = 5-3+ 3 = 18
mere.

Unul dintre rezultatele cele mai importante gi mai frumoase in teoria
numerelor (aritmetica) este aga numita

Mica teorema a lui Fermat: Pentru orice numar prim p > 1 si
orice numar natural a, ce nu este multiplu al lui p, numarul

a’ ' —1
se divide cu p.

Observatie. Cu notatia “modulo” concluzia teoremei se poate scrie
a?~! = 1(mod p).

[ata i demonstratia acestui rezultate (va sfatuiesc sa o cititi mai tarziu
dupa ce va familiarizati cu proprietatile divizibilitatii).

Sa ne uitam la resturile ce apar in girul de numere a, 2a, 3a, . .., (p—1)a la
impartirea cu p. Sa presupunem ca doua dintre aceste numere ar da acelasi
rest, fie acestea ma si na; presupunem p > m > n, prima inegalitate fiind
din definitie. Am avea

ma=aqp-+r, na=qp+r,

de unde prin scadere (m — n)a = p(q1 — q2). Dar aceasta ar insemna
pla ceea ce nu se poate prin ipoteza sau p|m — n ceea ce nu se poate caci
m —n < p. Prin urmare numerele din sirul de mai sus dau resturi diferite
la impartirea cu p, si cum sunt in numar de p — 1 le vor da pe toate cele
nenule, adica 1,2,3,...,p — 1. Prin urmare si produsul numerelor din sir
minus produsul resturilor posibile este un numar divizibil la p (aici trebuie
sa demonstrati ca exercitiu afirmatia: daca numerele a,b dau la impartirea
cu p resturile 71 respectiv 7o, atunci numarul ab — 75 se divide cu p). Avem
prin urmare N = a(2a)(3a)---[(p —1)a) =1-2-3--- (p — 1) se divide la p si
cum

N=1-2-3---(p—1Da?t = 1]

deducem ca pla?~! — 1.

Exemplu: Sa aflam cu teorema lui Fermat, ultima cifra a numarului
20092°%8 Sa observam ci 2008 = 4 - 502 si din teorma lui Fermat

5/(2009°92)* — 1 = 2009%"% — 1.

Cum numarul din dreapta este par, ultima lui cifra este 0, deci ultima cifra
a numarului dat este 1. Va sfatuim, in inceiere sa folositi o idee foarte

asemanatoare pentru a proba partea directa a toremei de la 2. O indicatie:
e suficient sa aratati ca daca m,n sunt relativ prime, atunci unul dintre
multiplii lui m da restul 1 la impartirea cu n. Succes!
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