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O INEGALITATE UTILA

ABSTRACT. Aceasta scurta lectie din ciclul pentru gimnaziu igi propune
sa familiarizeze cititorii cu o forma utila a unor inegalitati clasice.

Lectia 1 se adreseaza claselor VII, VIII.

Data: 8 februarie 2010.

Autor: Stefan Smarandache, Scoala 172 ”Sf. Andrei”
Bucuresti

1. INTRODUCERE

Forma specializata a inegalitatii Cauchy-Buniakowski-Schwarz (C-B-S)
pe care o vom prezenta mai jos, impreuna cu versiunea ei mai generala (caz
particular al inegalitatii Holder), sunt extrem de utile in rezolvarea unor
probleme, prezentand o structura care se aplica mai direct la natura acelor

probleme.
2. REZULTATE
Inegalitatea 1. Fiind date n > 1 numere reale pozitive a1, as, ..., ay, are
loc inegalitatea
2 2 2 2

x x x r1+x0+ -+

714_72_’_.“_1_7112( n)’

ai a2 Gnp, airt+ax+---+ay
oricare ar fi n numere reale x1,z2,...,T,.

Solutie. Pentru n = 1 avem o triviala identitate. Pentru n = 2 inegalitatea

devine ) ) )
x x 1+
R B )
al a9 aq + a9

echivalenta cu (a1 +as)(agzi+a123) > ajas(z1+x2)?, larandul ei echivalenti
cu (a1x9 — asxy)? > 0, evident adevirat.
Presupunem acum, pentru k > 2, adevarata inegalitatea

2 2 2 2
Ty T x x1+xo+ -+ @
272 JZ( )
a1 a2 ag ar+ag+ -+ ag
Atunci
2 2 2 2 2 2
T T T T 1+ x0+ -+ Tk T
<1+2+m+k>+ B 2, e
ayp  az ag k41 ap+azx+---+ag k41

si incheiem aceasta demonstratie (prin inductie) aplicand cazul n = 2, agadar

(214 o 4 - + )2 szrl>((1‘1+$2+"'+$k)+$k+1)2
ai+az + - +ag aryr (e tax+ oo tag) Fagp
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2 INEGALITATI

Acest rezultat a ajuns sa fie cunoscut sub numele varianta Titu Andreescu,
dar in fapt este un caz partlcular direct al inegalitatii C-B-S, caci daca facem

notatiile B; = \/a;, A; = E atunci 4;B; = x;, §1 deci revine la
(A3 4+ A2) (Bi+--+ B2) > (A1B1 + - + A By)°,
care este chiar inegalitatea C-B-S. U

O generalizare a rezultatului de mai sus, cunoscuta sub numele varianta
Radon, si care este la randul ei un caz particular direct al inegalitatii Holder,

este
Inegalitatea 2. Fie x1,x9,...,x, si a1, a9, ..., a, numere reale pozitive, i
p numar real pozitiv. Atunci
1 1 1
le)+ 12’+ aht (14 @2+ - + )P
Tttt 2
ay as an (a1 +az+ - +an)P

Solutie. Vom rescrie inegalitatea in forma

n p+1 n n p+1
7 S,
Z() > | 2w (zzl Z-)
J:

P i i=1 Qi

Considerand funct;la convexd f : [0,00) — R definitd prin f(z) = 2P
ultima inegalitate decurge acum din inegalitatea Jensen

AMflar) +Aaf(ag) + -+ A flon) > f(Mar + Aeag + -+ - + Apan),

sau, echivalent

a;
alp+az+---+an

n
O(deciZ)\izl),§i ai:&. O
a

i—1 g

unde luam A; =

Evident, metoda de mai sus este aplicabila si Inegalitatii 1., care este un
caz particular imediat, pentru p = 1.

3. APLICATII

Problema 1. Sa se arate ca oricare ar fi numerele reale a, b, ¢, avem
1
(a—2b)2+ (b—2¢)% + (¢ — 2a)* > Fla+b )%

Solugie. Aplicand Inegalitatea 1. obtinem

(a—2b)2 (b—2¢)? (c—2a)? S ((a — 2b) + (b — 2¢) + (¢ — 2a))?
1 + 1 + 1 - 1+1+1 '

1
dar membrul drept este evident g(a +b+c)?. O
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INEGALITATI 3

Problema 2. Fie a, b, ¢, n numere reale pozitive, §i m = 3n 4+ 2 . Atunci
a?+mb* b +mc* 2+ ma®
na+b nb+c nc+a

>3(a+b+c).
Solutie. Membrul stang se scrie
a? b2 c? b? c? a?
+ + +m + +
na+b nb+c nc+a na+b nb+c nc+a

Aplicand Inegalitatea 1. fiecarei paranteze obtinem

a? N b? N c? (a+b+c)?
na+b nb+c nc+a” (n+1)(a+b+c)’
m b? N c? N a? - m (b+c+a)?
na+b nb+c nc+a) (n+1l)(a+b+c)

de unde decurge imediat rezultatul dorit. ([

Problema 3. Fie a, b, ¢, d > 0. Sa se demonstreze inegalitatea
a n b n c n d 51
b+2c+d c+2d+a d+2a+b a+2b+c
Etapa Nationala, Bistrita-Nasaud, 2005

Solutie. Un ”truc” tipic este de a amplifica fiecare termen, astfel Incat sa
obtinem forma la care putem aplica Inegalitatea 1. Asadar vom scrie

a a2

b+2c+d  ab+ 2ac+ ad
si celelalte, si atunci suma lor va fi cel putin egala cu
(a+b+c+d)? o1
2(ab+ bc+ cd + da) + 4(ac+ bd) —
cici (a +b+c+d)? = a® +b> + 2+ d? + 2(ab + bc + cd + da) + 2(ac + bd),
iar a® + b% + ¢ 4+ d? > 2(ac + bd).
Egalitatea se realizeaza pentru a = ¢ si b = d. O

Problema 4. Fiind date numerele reale pozitive a, b, ¢, demonstrati ca

1 + 1 n 1 S 27
bla+b) clb+e) alct+a) = 2(a+b+c)?

OBMJ, Targu-Mures, Roméania, 2002

Solugie. Aplicand un ”truc” aseméanator, astfel incat sia obtinem forma la
care putem aplica Inegalitatea 1., vom scrie

1 (1/vb)?

b(a+b) a+b
si celelalte, si atunci suma lor va fi cel putin egala cu

(1/v/a+1/vb+1/y2)
2(a+b+c) ’

Parteneriat Societatea de Stiinte Matematice din Roméania si Intuitext
www.ViitoriOlimpici.ro



ViitoriOlimpici.ro

Concursul Gazeta Matematica si ViitoriOlimpici.ro

4 INEGALITATI

Acum
(Va+Vb++e)2(1/vVa+1/Vb+1//c)? > 92 =81,
(Va+vVb+e)2 <3(a+b+e),

ambele fiind simple cazuri ale inegalitatii C-B-S, asadar

(1/v/a+1/vVb+1//c)? - 81 B 27

2(a+b+c) =3-2-(a+b+c)2 2a+b+c)?
Egalitatea se realizeaza pentru a = b = c. U

Incheiem cu o problema extrem de recenta.

Problema 5. Fie a,b,c > 04i x,y,z > 0, astfel Incat a+b+c=x+y+ =.
Demonstrati ca

33 3

E‘FP‘F;ZG—FZ)—FC

a

Etapa Judeteana, 2009

Solutie Oficiala. Pentru a,b > 0 si x,y > 0, vom demonstra mai intai
@ B (a+b)?
2R T
y (x+y)

inegalitate echivalenti cu (bz — ay)? (ba? +2(a+b)zy +ay®) > 0 (unde
aceasta factorizare se obtine destul de laborios). Folosind acest rezultat,
obtinem

3 3 3 3 3 3

a b c a+b c a+b+c

*+*2+*22(7)2+*22(7)2:a+b+0.
2 (z+y)” 2 (rtytz)
Evident problema se poate extinde la grupuri de cate n variabile.

xT

Cu noile cunostinte capatate, recunoastem de fapt un caz particular direct
al Inegalitatii 2., pentru n = 3 gi p = 2. Aceasta solutie ”intr-un rand” ar fi
fost acceptata si apreciatal O
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