Concursul “Stelele Matematicii” 2012

* % % Sambata, 8 decembrie 2012, orele 09:30
* % % Liceul International de Informatica Bucuresti
* % % Proba Juniori

Problema 1. Fie o dreapta £ in plan, gi un punct A ¢ ¢. Determinati locul
geometric al punctelor ) din plan, pentru care exista un punct P € { astfel
incat AQ = PQ si ZPAQ = 45°.

Problema 2. Demonstrati ca valoarea expresiei

Vit VO+ Vit VIVt V24 Vnt Vi — 1+ Vn+ Va2
V= VO+Vn—vVI+Vn—v2+-+Vn—vViZ—1+Vn— V2

este aceeagi, oricare ar fi numarul natural nenul n.

Problema 3. Fiind date numerele reale a,b, ¢, diferite doud cate doua,
demonstrati ca inegalitatea (unde s-a folosit notatia |z| = v2?)

c+a
c—a

>2

a+b n b+c
a—2>b b—c

are loc, si determinati toate cazurile de egalitate.

Demonstrati ca daca impunem si conditia a, b, ¢ > 0, atunci

c+a
c—a

> 3,

a-+b n b+c
a—2>b b—c

valoarea 3 fiind cea mai buna constanta posibila.

Problema 4. Fie X o multime cu |X| = n > 1 elemente. O familie F de
submultimi distincte ale lui X este zisa a avea proprietatea P daca exista
A, B € F astfel incat A C Bsi |[B\ A| = 1.

i) Demonstrati cd m = 2"~! este cea mai mici valoare, astfel incat orice
familie F cu |F| > m sa aiba proprietatea P.

ii) Gasiti toate familiile F cu |F| = 2”71, i care nu au proprietatea P.

Orice cerere de clarificare poate fi facuta oricand pe parcursul probei. Este
permisa folosirea calculatoarelor de buzunar. Timp de lucru 4% ore.

Problemele nu sunt prezentate in mod necesar in ordinea dificultatii - niciuna
nu este triviald. Concizia si claritatea redactarii vor fi luate in consideratie.
Incercati si nu folositi mai mult de o coald de hértie pentru fiecare problema.
Ciornele nu se remit. Fiecare problema valoreaza 10 puncte.

* % * Mult SUCCES tuturor participantilor!



