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Clasa a X-a

Problema 3. Intr-o urnd se gasesc aj bile identice de culoare C%, pentru fiecare k €

{1,2,...,n}, unde numerele n,a,as,...,a, € N* sunt date, iar C1,Cs,...,C, sunt culori dis-
tincte. Numim configuratie de bile o multime nevida de bile din urna. Doua configuratii de bile
sunt considerate identice atunci cand, pentru orice k € {1,2,...,n} ele contin exact acelagi numar

de bile de culoare C}. Definim paleta unei configuratii de bile ca fiind numarul de culori distincte
ale bilelor sale. De exemplu, o configuratie compusa din 4 bile rosii, 2 bile galbene si 5 bile albastre
are paleta 3, iar o configuratie compusa din 7 bile rosii are paleta 1.

Daca notam cu N suma paletelor tuturor configuratiilor distincte de bile ce pot fi obtinute cu
bile din urna, aratati ca

N < Zak(ak + 1)n—1'
k=1

Cristi Savescu

Solutie: Observam mai Intai cd paleta oricarei configuratii de bile este un numéar p, unde p €
{1,2,...,n}.

Fie p fixat. Vom determina cate configuratii au paleta p. O configuratie de bile cu paleta p este
caracterizata de o multime de p culori {C;,,Ci,, ... ,Cy, } C {C1,Cy,...,Cy} si de numerele de bile b;; €
{1,2,... a4}, by, € {1,2,...,a4,},..., by, € {1,2,...,a;,} de culori C;,,C,, ..., respectiv C;, pe care
aceasta le are. Atunci numarul configuratiilor de paleta p este

N, = E ailaiQ...aiP.

{i1,ip}C{1,2,...,n}

n
Deoarece N = ) p- N, folosind inegalitatea mediilor, obtinem

p=1
n n
N:Z Z p‘ailaiz...aipéz Z (af1+af2+---+afp).
p=1 {i1,ip}C{1,2,....n} p=1 {i1,....ip}C{1,2,....n}
In suma din urma, pentru fiecare p € {1,2,...,n}, termenul aﬁ apare de Cﬁj ori, adica numarul de
submultimi cu p elemente ale lui {1,2,...,n} care il contin pe k, oricare ar fi k € {1,2,...,n}. Rezulta

n n

n n n
NS aerti =S oY atenti | =Y aw(ap + 1)L
p=1 k=1

p=1 k=1 k=1



2 CONCURSUL GAZETA MATEMATICA SI VIITORIOLIMPICI.RO

Barem: .
Ideea de a numara configuratiile cu paleta p i N = D> D Np  eevreerrrriiiiiiieiiiiinneeriieen e 1p
p=1
N, = Z Qi Qg+ -« aip ...................................................................................... 2p
{i17"'yip}c{1727"'7n}
Aplicarea inegalitatil MEAIILOT vuveverereeeeeerrererrererererereresesnsesacacscrsrsrssssssssssssssssesesasnsnsnsnsnsnsssses 1p
Numararea termenilor de forma al .ooooovviiiiiiiiiiiiiiiiiii, 1p
FINALIZATE vurereiuinreineiernininerernrereesssusessesscassssesssasessssssasessssssassssssssnssssssssassssssssnsssssssssssssssnss 2p

Observatie: O configuratie de bile se obtine agezand bile din urna initiala in n urne, pe culori, unele
dintre aceste urne putand fi goale, dar nu toate odata:

1 4 aq valori posibile | 1 4 a9 valori posibile ... 1 4 a,, valori posibile

Cq Cs . Ch

Numarul tuturor configuratiilor posibile este (14 a1)(1 + a2)...(1 + ay) — 1. Avem:

N=Yp-Ny<n- Y Ny=n-(1+a)(l+a)...(1+a,)—1)<
p=1 p=1

n

<n(lt+a)(l+az)...(1+an) <> (ap+1)"
k=1
n
O astfel de abordare si obtinerea inegalitatii mai slabe N < > (ar + 1)™ conduce la acordarea a 3
k=1
puncte.



