CONCURSUL GAZETA MATEMATICA §I VIITORIOLIMPICI.RO
ETAPA FINALA
CAMPULUNG MUSCEL, 17-22 AUGUST 2015

Solutii si baremuri — Clasa a IX-a

Problema 1. Sa se demonstreze ca un triunghi ABC este isoscel daca si
numai daca

AB+BC+CA=AC+BA+C'B,

unde A’, B’ si C' sunt picioarele bisectoarelor interioare ale unghiurilor A, B,
respectiv C.
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Solutie. FEste clar ca daca triunghiul este isoscel relatia din enunt, este
satisfacuta.

Demonstram implicatia inversa. Notam cu a, b si ¢ lungimile laturilor BC,
CA si AB. Aplicand unghiului ZBAC' teorema bisectoarei, obtinem

ac ab
i AC = )

btc b+c

Relatii analoage se obtin si pentru celelalte segmente.

Relatia din enunt; devine:

A'B =

a(b—c) N b(c —a) N cla—b)
b+c cta a+b
Deoarece ¢ —a = (¢ — b) + (b — a), egalitatea devine:

=0.

a(b—c)+b(c—b)+b(b—a)+c(a—b)

:07
b+c c+a c+a a-+b

echivalenta cu

(a—b)(a+b+c)
(a+c)(b+c)

(c=b)(a+b+c) _

(b—¢) (@a+b)(ato)

+ (a—0)

In final se obtine:

(b—c)la—Db)(a—c)la+b+c)
(a+c)(b+c)(a+b)

de unde rezulta ca triunghiul isoscel.

=0,



Problema 2. Sa se determine functiile f : N* — N* care verifica relatia

fin+1) = f(f(n)) +1,

pentru orice numar natural nenul n.
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Solutie. Vom arata ca singura functie care verfica relatia din enunt este
f:N* = N* f(n) =n. Pentru aceasta va fi suficient sa aratam ca f(1) = 1,
dupa care se poate demonstra prin inductie dupa n.

Notam cu B C N* imaginea functiei f, care este evident nevida. Exista
atunci un cel mai mic element (notat cu /) al lui B.

Sa observam mai intai ca f(1) = 3. Intr-adevir, daci f(1) # 3, va exista
un numar natural « > 1 astfel incat f(«) = §. Din relatia din enunt, rezulta
f(fla—1)) = f(a) =1 = —1 € B, ceea ce ar contrazice minimalitatea lui
B.

Este clar ca multimea B contine si alte elemente in afara de 3, altfel ar
rezulta ca =+ 1.

Fie 7 cel mai mic element al multimii B\ {#}. Ca mai sus, exista un numar
natural 6§ > 1 astfel incat f(0) = ~.

Din nou, din relatia din enunt, avem ca f(f(0—1)) = f(0)—1=~—1 € B.
Cum f este singurul element din B mai mic decat ~, rezulta ca v — 1 = f3.

Am obtinut astfel ca f(f(0—1)) = = f(1), si deci f(0—1) =1 (singurul
numar n € N* pentru care f(n) =  este n = 1). Obtinem astfel ca 1 € B si
deci cel mai mic element al lui B este § = 1, de unde rezulta ca f(1) = 1.

Problema 3. Fie ABC un triunghi scalen ascutitunghic, avand ortocen-
trul H si cercul circumscris I'. Notam cu M mijlocul segmentului [BC]. Fie
F al doilea punct de intersectie a dreptei AH cu cercul I'. Fie E punctul
de intersectie a dreptei HM cu cercul I' astfel incat punctul H se afla intre
punctele M si E. Notam cu N punctul de intersectie a dreptei E'F cu dreapta
BC'. Sa se demonstreze ca unghiurile <BHN si <M HC' sunt congruente.
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Solutie. Fie O centrul cercului I' si T al doilea punct de intersectie a dreptei
HM cu cercul T'.

Se gtie ca AH = 20M = BCctgA. Cum AH || OM, MO va fi linie
mijlocie in triunghiul T'H A. Obtinem astfel ca H BT'C' este paralelogram.

Nu e greu de vazut ca avem urmatoarele doua congruente de unghiuri:

/CHT = /ZHTBsi /BHN = /BFE.

Cum unghiurile ZBFE si /BT H subintind arcul @, se obtine congruenta
din enunt,.



