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RELATII METRICE IN TRIUNGHIUL OARECARE

ABSTRACT. Articolul prezinta teorema lui Pitagora generalizata, teorema
lui Stewart, iar de aici lungimea medianei si lungimea bisectoarei intr-un triunghi.

Lectia se adreseaza elevilor din clasa a VII-a.
Data: martie 2010

Autor: Ion Cicu, Profesor, Scoala nr. 96, Bucuresti

Toti cunoagtem teorema lui Pitagora gi este clar pentru toata lumea ca ea
se aplicad intr-un triunghi dreptunghic.

In cele ce urmeaza vom ariita ci o relatie aseméanitoare cu cea din teorema
lui Pitagora putem stabili i intr-un triunghi oarecare. Aceastd relatie va deveni
teorema lui Pitagora generalizata.

Pentru a ugura scrierea vom folosi urmatoarele notatii.

Daca ABC este un triunghi, atunci AB = ¢, AC = b, BC = a.

Daci AD 1 BC, atunci BD = pryc reprezintd proiectia laturii AB pe
dreapta BC, iar CD = pryb reprezinta proiectia laturii AC' pe dreapta BC'.
Acestea fiind spuse putem formula acum urméitoarea

Teoremi (Pitagora generalizatd): Dacd ABC este un triunghi ascuti-
tunghic, atunci, cu notatiile de mai sus avem

b =a?+c®—2a-prqc

Demonstratie: Vom folosi figura de mai sus. Construind inaltimea AD in
triunghiul ABC obtinem doua triunghiuri dreptunghice; ADC si ADB.

Din AADC (m(f)) - 900) avern
AC? = DC? 1 AD? (%)
Din AADB (m(ﬁ) - 900) obtinem

AD? = AB? — BD?
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Inlocuind in (*) rezulta
AC? = DC? 4+ AB? — BD? (*¥)
Daca avem in vedere ca DC' = BC — BD, relatia (**) devine
AC? = (BC — BD)? + AB? — BD?
care, in urma efectuarii calculelor conduce la
AC? = BC?+ AB?—-2-BC-BD
iar cu notatiile anuntate mai sus obtinem
b2 =a? + % —2a - pryc.
Observatia 1: Relatia din teorema lui Pitagora generalizata este circulara,
adicd poate fi scrisd pentru oricare dintre laturi. Avem asadar,
a? =0+ —2b- pryc
si
?=a®+b>—2a-pryb.
Observatia 2: Daca latura pentru care vrem si aplicim teorema lui
Pitagora generalizata se opune unui unghi obtuz atunci relatia devine
b2 =a® + %+ 2a - prac.

deoarece, in acest caz DC = BC + BD.
(vezi figura de mai jos)

Teorema demonstratd mai sus ne permite sa abordam acum

Teorema lui Stewart: Fie A, C, B puncte coliniare, in aceastd ordine, iar
O un punct exterior dreptei AB. Atunci este adevirati relatia

OA?.CB+OB?-AC-0C?-AB=AC-CB-AB
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Demonstratie: Vom demonstra folosind teorema lui Pitagora generalizata
in AOAC si AOCB (vezi figura de mai jos).
Din AOAC avem

OA%? = AC? 4+ 0C? —2- AC - pr4c0C, (*)
iar din AOBC avem

OB? = BC? + 0C? +2- BC - prgcOC. (**)

Inmultind relatia (*) cu CB, relatia (**) cu AC gi avand in vedere ci
pracOC = prgcOC = pragOC putem scrie

OA%2.CB=AC? - CB+0OC?.-CB—-2-AC-CB -pragOC
OB? . AC = BC? - AC+0OC? - AC +2- AC - BC - pr450C

Adunand, membru cu membru, cele doud relatii obtinem
OA%?.CB+OB? - AC = AC*-CB+ BC? - AC+0OC?-CB + 0OC? - AC
de unde
OA?.CB+OB?-AC = AC-CB - (AC + BC) +0C? - (CB + ACQ)
Deoarece AC + BC = AB, ultima relatie se scrie
OA?.CB+OB?-AC=AC-CB-AB+0C?- AB
sau
OA?.CB+OB?-AC-0C?.-AB = AC-CB - AB,

adica relatia din enunt,.

Aceastd teorema ne permite acum s aflam, in functie de lungimile laturilor,
atat lungimea medianei intr-un triunghi cit gi lungimea bisectoarei intr-un tri-
unghi.

Problema 1 (Teorema medianei): In triunghiul ABC notam a = BC,
b= AC, ¢ = AB si m, lungimea medianei din A a triunghiului ABC. Atunci
este adevarata relatia
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2 (b2 + ¢?) — a?
e 2050

Solutie: Vom aplica teorema lui Stewart pentru punctele coliniare B, M, C'

si punctul exterior A.
Avem
AB?2-MC + AC? - BM — AM? .- BC = BM - MC - BC.

Folosind notatiile din enunt, gi faptul ca BM = MC = % vom putea scrie

a a a a
. ) ) 4 .
Inmultind relatia cu — obtinem
a
2 2

2c2 +2b%* —4m?2 =a

de unde rezulta relatia din enunt

2 (b2 +¢c?) —a
o 205

Comentariu: Relatii asemanitoare se pot scrie gi pentru medianele din B

sau C. Agadar
2(a + @) —

m? = :
2 (a®+ %) — 2
e 22

Problema 2 (Lungimea bisectoarei): In triunghiul ABC notiam a =
b
BC,b=AC,c= AB, p = atote §i i, lungimea bisectoarei unghiului A a
triunghiului ABC'. Atunci este adevarata relatia
o 4bep(p —a)
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Solutie: Inainte de a incepe demonstratia propriu-zisa si ne amintim teo-
rema bisectoarei.

"Dacd AD este bisectoare in triunghiul ABC, D € (BC), atunci este ade-

srati relati DB  AB,
Varaarea‘glaDC—AC.

Folosind notatiile din problema avem

DB _ ¢
DC b
b
de unde vom scoate DB = —° si DC = @
b+c b+c

Aplicim acum teorema lui Stewart pentru punctele coliniare B, D,C si
punctul exterior A. Vom avea

AB?2.DC + AC?-BD — AD?-BC = BD - DC - BC.

Cu notatiile din enunt si calculele facute mai sus avem

2 ab B ac_ o ac'ab.
R S

(b+c)?

Inmultind relatia cu obtinem

c2b(b+c¢) +b%c(b+c) —i2(b + ¢)? = a®be.

De aici putem scrie

i2(b+ c)? = be(b+ ¢)? — a?be
sau

i2(b+c)* =be[(b+c)? —a?].
In continuare avem

i2(b+c)> =be(b+c+a)(b+c—a).

Deoarece p = %ZHC deducem a+b+c = 2p i b+c—a = 2p—2a = 2(p—a).

Cu acestea, ultima relatie devine
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i2(b + c)? = 4bep(p — a),

de unde

;2 _ Abep(p —a)
© (bto?

adica relatia din enunt,.

Comentariu: Relatii aseménatoare se pot scrie si pentru bisectoarele unghi-
urilor B sau C. Agadar

2 4acp(p — b)
b (a+c)?
;2 _ 4abp(p —¢)
¢ (a+0b)?
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